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ВСТУП  
 
 Динаміка – це розділ теоретичної механіки, в якому вивчають 
рух матеріальних тіл під дією сил. 
 Сили і рух розглядають і в попередніх розділах курсу теоре-
тичної механіки – статиці і кінематиці. 
У статиці вивчають еквівалентні перетворення систем сил, а 
також рівновагу матеріальних тіл під дією сил. Що станеться з тілом 
при порушенні умов рівноваги, як воно буде рухатися – на ці питання 
статика відповіді не дає. 
Рух тіла розглядають в кінематиці, але тільки з геометричної 
точки зору, ні масу тіла, ні діючі на нього сили при цьому не врахо-
вують. 
Між тим, саме сили є причиною зміни стану спокою або руху 
матеріальних тіл, і в динаміці встановлюють залежності між силами і 
кінематичними параметрами тіл, що рухаються під дією сил. 
Для більшості задач механіки, що виникають на практиці, не є 
достатніми тільки статичні або тільки кінематичні розрахунки. Необ-
хідно повне, тобто динамічне дослідження механічного руху, в ході 
якого використовують як встановлені в статиці способи спрощення 
систем сил, так і відомі з кінематики способи опису руху. 
 Задачі динаміки можна умовно розділити на дві категорії. До 
першої категорії відносяться задачі, в яких рух тіла (декількох тіл) 
відомий, і потрібно визначити сили, що його викликають; до другої – 
задачі, в яких, навпаки, відомі діючі на тіло сили, а його рух є шу-
каним. Ці задачі відповідно називають першою та другою основними 
задачами динаміки. 
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Лекція 1. ДИНАМІКА МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
 
 1.1. Закони динаміки Галілея – Ньютона 
 
 Найпростішим об’єктом, що вивчають в динаміці, є матері-
альна точка, під якою розуміють тіло, що має кінцеву масу і настільки 
малі розміри, що розходженням в русі його частинок можна знех-
тувати, тобто матеріальна точка – це точка, яка має масу. Будь-яке тіло 
може бути подане як сукупність матеріальних точок. Воно має влас-
тивість інертності, яка проявляється в збереженні руху тіла при від-
сутності діючих на нього сил, і в поступовій зміні цього руху з плином 
часу, якщо на тіло починають діяти сили. 
 Мірою інертності матеріальної точки є її маса, яку в класич-
ній механіці вважають величиною скалярною і сталою. 
 Основні закони динаміки були викладені в 1687 році в роботі  
І. Ньютона «Математичні начала натуральної філософії». 
 Перший закон або принцип інерції був сформульований Галі-
леєм в 1638 році. Ізольована від зовнішніх впливів матеріальна точка 
зберігає стан спокою або рівномірного і прямолінійного руху. 
 Систему відліку, в якій виконується принцип інерції, назива-
ють інерціальною. Таким чином, принцип інерції стверджує, що існує 
така система відліку (інерціальна), в якій матеріальна точка знахо-
диться в стані спокою або рівномірного і прямолінійного руху, якщо на 
неї не діють сили. 
 Інерціальність тієї чи іншої системи відліку може бути пере-
вірена на підставі експериментів. Встановлено, що дуже близька до 
інерціальної геліоцентрична система відліку, початок координат якої 
збігається з центром Сонця, а осі напрямлені на «нерухомі» зірки. Для 
більшості технічних задач в якості інерціальної може бути прийнята 
система відліку, жорстко пов’язана із Землею. 
 Другий закон (основний закон динаміки). В інерціальній сис-
темі відліку добуток маси матеріальної точки на прискорення, яке 
вона отримує під дією сили, дорівнює цій силі: 
ma F .                                                 (1.1) 
 Третій закон (закон рівності дії і протидії). Сили взаємодії 
двох матеріальних точок рівні за модулем і напрямлені по одній прямій 
в протилежні боки. 
 Цей закон справедливий як для задач статики, так і для задач 
динаміки. 
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 Четвертий закон (закон паралелограма сил). Система сил, що 
діє на матеріальну точку, еквівалентна одній силі, яка дорівнює гео-
метричній сумі всіх сил системи. 
 Цей закон є таким же універсальним, як і попередній. Таким 
чином, діюча на матеріальну точку система сил 
1( ,..., )nF F  еквівалентна 
R , де 
1
n
k
k
R F

 , 
звідки, використовуючи (1.1), отримаємо 
ma R  
або 
1
n
k
k
ma F

 .                                           (1.2) 
Дане рівняння називають основним рівняння динаміки матеріальної 
точки. 
 
1.2. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки 
 
 Розглянемо радіус-вектор r , що визначає положення матері-
альної точки в інерціальній системі відліку, і знайдемо прискорення 
точки 
2
2
d r
a
dt
 , тоді рівняння (1.2) набирає вигляду: 
2
2
1
n
k
k
d r
m F
dt 
 .                                           (1.3) 
Рівність (1.3) являє собою диференціальне рівняння руху матеріальної 
точки у векторній формі. Воно еквівалентне трьом скалярним рівнян-
ням, залежним від вибору координатних осей, на які проектується 
основне рівняння динаміки (1.2). Спроектуємо це рівняння на осі 
нерухомої декартової системи координат, враховуючи, що проекції 
прискорення xa x , ya y , za z , і отримаємо: 
1 1 1
; ;
n n n
kx ky kz
k k k
mx F my F mz F
  
     ,                       (1.4) 
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де x, y, z – декартові координати точки. 
 При використанні натуральної форми опису руху точки спро-
ектуємо рівняння (1.2) на осі натурального тригранника. З кінематики 
відомі вирази для проекцій прискорення точки на дотичну τ, нормаль n 
і бинормаль b: 
; ; 0
z
n b
S
a S a a   

, 
враховуючи які, отримаємо: 
1 1 1
; ; 0
zn n n
k kn kb
k k k
S
mS F m F F
  
  

   ,                  (1.5) 
де S = S (t) – закон руху точки по траєкторії; ρ – радіус кривизни 
траєкторії в поточній точці. З останнього рівняння (1.5) випливає, що 
рівнодійна сил, прикладених до точки, лежить в дотичної площині τn. 
 При розв’язанні першої задачі динаміки, коли закон руху точ-
ки відомий, беручи похідні, можна визначити ліві частини рівнянь руху 
(1.4) або (1.5). У цьому випадку одержимо систему лінійних алгеб-
ричних рівнянь щодо невідомих сил. 
 При розв’язанні другої задачі динаміки відомі сили, що діють 
на матеріальну точку, тобто праві частини рівнянь (1.4) або (1.5), які в 
даному випадку є диференціальними рівняннями відносно декартових 
або натуральної координат точки. Інтегрування цих рівнянь дозволяє 
визначити закон руху точки. 
 Приклад. Матеріальна точка М масою m рухається під дією 
сили ваги в середовищі без опору. У початковий момент вона перебу-
вала на висоті h над поверхнею Землі і мала горизонтально напрямлену 
швидкість 
0v . 
 Визначити відстань L, яку пройде точка в горизонтальному 
напрямку до моменту торкання поверхні Землі.  
Введемо нерухому декартову систему координат, у якої вісь x 
напрямлена горизонтально і паралельна початковій швидкості 
0v , а 
вісь y вертикальна і проходить через початкове положення точки М0 
(рис. 1.1). Очевидно, що рух точки буде відбуватися у вертикальній 
площині xOy, тому третю координатну вісь вводити не будемо. На 
точку діє сила ваги G mg , проекції якої на координатні осі 0xG   і 
yG mg  . Диференціальні рівняння руху (1.4) мають вигляд: 
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0;mx my mg    
або 
0;x y g   . 
Проінтегруємо ці рівняння: 
1 1 2;x C x C t C   ; 
(1.6) 
2
3 3 4;
2
t
y gt C y g C t C      
.  
Для визначення сталих інтегрування 
1 4,...,C C  використаємо початкові 
умови: 
при t = 0         
0 0 0 0 00; ; ; 0x y h x v y    .                   (1.7) 
З рівнянь (1.6) отримаємо: 
1 0 1 00
; ;
t
x C x C v

    
2 0 20
; 0;
t
x C x C

    
3 0 30
; 0;
t
y C y C

    
4 0 40
; .
t
y C y C h

    
Підставимо сталі інтегрування 
1 4,...,C C  в систему рівнянь (1.6) і знай-
демо залежності проекцій швидкості ,x yv v  і координат x, y точки від 
часу: 
0 0; ;xv x v x v t    
2
; .
2
y
gt
v y gt y h       
У момент торкання поверхні Землі координата точки y = 0, тому час 
польоту t1 визначимо з рівняння 
1
0
t t
y

  або 
2
10
2
gt
h   , 
 
1M  
h 
0v  y 
O 
L 
x 
Рисунок 1.1 
G mg  
0M  
М 
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звідки отримаємо 1
2h
t
g
 . Тепер визначимо відстань L, тобто гори-
зонтальну дальність польоту точки:  
1
0 1 0
2
t t
h
L x v t v
g

   . 
 
Питання для самоконтролю 
 
1. Що вивчає динаміка? 
2. Як сформулювати першу і другу основні задачі динаміки? 
 3. Як можна визначити матеріальну точку? 
4. Як сформулювати закони динаміки Галілея – Ньютона? 
5. Яку систему відліку називають інерціальною? 
6. Як записати основне рівняння динаміки матеріальної точки? 
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Лекція 2. КОЛИВАННЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
 
 2.1. Класифікація сил, що діють на матеріальну точку 
 
 Дослідження коливань матеріальної точки, з одного боку, є 
прикладом використання диференціальних рівнянь її руху. З іншого 
боку, коливання настільки поширені в природі і техніці, що вивчення 
їх закономірностей має самостійне значення. Це значення підсилю-
ється тим, що різні за своєю фізичною природою коливальні явища 
мають однаковий математичний опис. 
 Серед сил, що діють на матеріальну точку, особливе місце 
займають відновлюючі сили, які намагаються повернути точку в поло-
ження рівноваги. Вони залежать від величини відхилення точки від 
положення рівноваги і напрямлені в бік, протилежний відхиленню. 
Саме ці сили надають руху точки коливальний характер. 
 На рис. 2.1, 2.2 наведені приклади, в першому з яких віднов-
люючою є сила пружності F  деформованої пружини, а у другому – 
рівнодійна сили ваги G  і архімедової сили Q : F G Q  . В обох ви-
падках координата x відлічується від положення рівноваги тіла. Розгля-
нуті тіла рухаються поступально, тому рух кожного з них еквівалент-
ний руху матеріальної точки. 
x  
x  
O  
F  
Рисунок 2.1 
  
Q  
G
 
x 
x 
О 
Рисунок 2.2 
 
 На рухомі тіла зазвичай діють ще й сили опору, що залежать 
від швидкості руху. Це сили тертя ковзання, сили опору середовища та 
інші. Крім того, можуть також діяти збурюючі сили, що є заданими 
функціями часу. 
 Надалі будемо розглядати прямолінійні коливання матеріаль-
ної точки. При цьому відновлюючі сили будемо вважати пропорцій-
ними величині відхилення точки від положення рівноваги, а сили опо-
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ру – пропорційними швидкості точки. При виконанні цих умов дифе-
ренціальні рівняння руху точки є лінійними, а самі коливання назива-
ються лінійними коливаннями. 
 
 2.2. Диференціальне рівняння прямолінійних коливань 
матеріальної точки 
 
 Нехай точка М масою m притягується до точки O силою F , 
пропорційною відстані OM, а початкова швидкість точки напрямлена 
вздовж прямої OM або дорівнює нулю (рис. 2.3). У цьому випадку 
точка M рухається прямолінійно, а її положення визначається однією 
координатою x, що від-
лічується від положен-
ня рівноваги (точки O). 
Проекція відновлюючої 
сили F  на вісь x: 
xF cx  , де с – коефі-
цієнт пропорційності, с > 0. 
 Нехай на точку M діє також сила опору R , пропорційна швид-
кості цієї точки і напрямлена протилежно їй. Проекція сили на вісь x: 
xR x  , де β – коефіцієнт пропорційності, β > 0. Крім того, на точку 
M діє гармонійна збурююча сила H , напрямлена уздовж 
прямолінійної траєкторії точки. Проекція цієї сили на вісь x: 
0 sinxH H pt , де 0H  – амплітуда збурюючої сили, 0H  > 0; р – її 
частота. 
 Запишемо диференціальне рівняння руху точки М: 
x x xmx F R H    
або 
0 sinmx cx x H pt    . 
Розділимо обидві частини цього рівняння на m, введемо позначення 
2 0; 2 ;
Hc
k n h
m m m

    
і одержимо рівняння 
22 sinx nx k x h pt   ,                                  (2.1) 
яке є неоднорідним лінійним диференціальним рівнянням із сталими 
коефіцієнтами. 
 
H  R  F  
x 
x 
O M 
Рисунок 2.3 
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 2.3. Вільні коливання в середовищі без опору 
 
 Розглянемо коливання матеріальної точки, що відбуваються 
під дією однієї відновлюючої сили F . Такі коливання називають 
вільними і описують однорідним диференціальним рівнянням, яке 
можна отримати з рівняння (2.1), поклавши n = 0 і h = 0: 
2 0x k x  .                                            (2.2) 
Характеристичне рівняння цього диференціального рівняння 
2 2 0k    має суто уявні корені 
1,2 ki   , тому загальний розв’язок 
рівняння (2.2) запишемо у вигляді: 
1 2cos sinx C kt C kt  ,                                    (2.3) 
де С1 і С2 – сталі інтегрування, які визначаються з початкових умов: 
0 00 0
;
t t
x x x x
 
  .                                     (2.4) 
Продиференціюємо функцію (2.3): 
1 2sin cosx C k kt C k kt   .                                  (2.5) 
Скориставшись (2.3)–(2.5), отримаємо 
0
1 0 2 0 20 0
; ,
t t
x
x C x x C k x C
k
 
     . 
Підставивши С1 і С2 в рівняння (2.3), запишемо закон руху точки 
0
0 cos sin
x
x x kt kt
k
                                        (2.6) 
і перетворимо його до більш зручного вигляду. Ввівши позначення 
2
2 0 0 0
0 0 02
; sin ; cos
x x x
A x
A kAk
      ,                         (2.7) 
з рівняння (2.6) отримаємо: 
 0 0 0 0cos sin sin cos cos sin
x x
x A kt kt A kt kt
A kA
 
      
 
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або 
 0sinx A kt  .                                       (2.8) 
 Таким чином, вільні коливання матеріальної точки в середо-
вищі без опору є гармонійними. Амплітуда цих коливань дорівнює А, 
фаза
0kt   , де 0  – початкова фаза. Величину 
c
k
m
  називають 
круговою або циклічною частотою коливань. Період коливань 
2 /T k   є періодом функції  0sin kt  . Останнє співвідношення 
показує, що кругова частота k дорівнює числу повних коливань точки 
за 2π секунд: k = 2π/T. Таким чином, частота і період гармонійних 
коливань залежать від маси точки і коефіцієнта пропорційності від-
новлюючої сили, але не залежать від початкових умов. Цю властивість 
вільних коливань називають ізохронністю. Амплітуда і початкова фаза 
залежать як від параметрів системи m і c, так і від початкових умов. 
Графік вільних незгасаючих коливань (2.8) наведено на рис. 2.4. 
 
 
 
-A 
Рисунок 2.4 
x0 
O 
t 
x
t 
A
t 
T
t 
 
 
 Приклад. Складемо диференціальне рівняння руху вантажу M 
масою m, підвішеного на невагомій пружині жорсткістю с (рис. 2.5). 
Вантаж M, що приймається за матеріальну точку, здійснює 
прямолінійні коливання вздовж вертикальної осі x. На нього діють сила 
ваги mg  і сила пружності F . 
Позначимо через O1 положення вантажу при недеформованій 
пружині, а через O – положення статичної рівноваги вантажу, від якого 
будемо відлічувати поточну координату х, δст – статична деформація 
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пружини. Її поточна деформація дорівнює 
 ст x  , проекція сили пружності, що підля-
гає закону Гука,  стxF c x    . 
Диференціальне рівняння руху вантажу має 
вигляд: 
 стmx mg c x    .              (2.9) 
В положенні рівноваги сила ваги 
зрівноважена силою пружності, яка в цьому 
положенні дорівнює стc , тобто 
ст 0mg c   .                  (2.10) 
Враховуючи (2.10), перепишемо рівняння 
(2.9) у вигляді: 
mx cx     або   2 0x k x  , 
де 2
ст
c g
k
m
 

. Отримане рівняння збігається з рівнянням (2.2), тому 
вантаж здійснює гармонійні коливання, частота і період яких повністю 
визначаються величиною статичної деформації пружини  
ст
ст
2
; 2
g
g
k T
k

   

. 
Якщо вибрати початок відліку координати х в точці O1, то xF cx   і 
диференціальне рівняння руху вантажу буде мати вигляд: 
mx mg cx     або    2x k x g  , 
тобто стане неоднорідним. 
 Таким чином, вибір початку відліку координати в положенні 
статичної рівноваги дозволяє отримати найбільш просту форму 
диференціального рівняння руху, що справедливо і для інших випадків 
коливального руху. 
 
 
 
 
mg  
F  
ст  
x 
x 
M 
O1 
O 
Рисунок 2.5 
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2.4. Вільні коливання при наявності в’язкого опору 
 
Розглянемо прямолінійний рух матеріальної точки під дією 
відновлюючої сили і сили опору. Диференціальне рівняння такого руху 
отримаємо з рівняння (2.1) при h = 0: 
  
22 0x nx k x   .                                       (2.11) 
Його характеристичне рівняння 2 22 0n k     має корені 
2 2
1,2 n n k     .                                  (2.12) 
 Характер руху точки істотно залежить від співвідношення 
величин n і k. Розглянемо три можливі випадки цього співвідношення. 
Випадок малого опору  n k  
 Корені характеристичного рівняння (2.12) комплексно-спря-
жені: 
1,2 1n k i    , де 
2 2
1k k n  . Загальний розв’язок диференці-
ального рівняння (2.11) має вигляд: 
 1 1 2 1cos sin
ntx e C k t C k t  ,                             (2.13) 
де сталі інтегрування С1 і С2 визначаються з початкових умов. 
 Введемо нові сталі А і φ0 за допомогою співвідношень 
2 2 1 2
1 2 0 0; sin ; cos
C C
A C C
A A
      , 
тоді з рівняння (2.13) отримаємо: 
 1 0sin
ntx Ae k t  .                                    (2.14) 
Це рівняння описує згасаючі коливання, графік яких наведено на рис. 
2.6. Вони не є періодичними, але проміжок часу між двома послі-
довними максимальними відхиленнями точки від положення рівноваги 
в один і той же бік залишається незмінним. Цю величину умовно 
називають періодом згасаючих коливань: 
1 12 /T k  , де k1 – частота 
згасаючих коливань. 
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Швидкість згасання коливань характеризується відношенням 
величин двох послідовних максимальних відхилень точки від поло-
ження рівноваги в один і той же бік: 
 
 
1
1
1 1
1
( )
1 1
nt
nT
n t T
x t Ae
e
x t T Ae

 
   

, 
яке називають декрементом коливань. Використовують також нату-
ральний логарифм цієї величини 
1Δ = ln = nT , що має назву 
логарифмічний декремент коливань. Оскільки частота згасаючих 
коливань 
1k  менше частоти незгасаючих коливань k, поява сили опору 
призводить до збільшення періоду коливань: 
1T T . Ця зміна може 
бути досить незначною і тому основним впливом, який має сила опору 
на вільні коливання, є якісна зміна характеру коливань, які стають 
згасаючими. 
 
 
ntx Ae  
ntx Ae   
1 1t T  1t  
t 
1T  
O 
-A 
A 
0x  
x 
Рисунок 2.6 
 
Випадок критичного опору  n k  
 Корені характеристичного рівняння (2.12) дійсні, рівні і 
від’ємні 1 2 n     , а загальний розв’язок диференціального рівнян-
ня (2.11) має вигляд: 
 1 2
ntx e C C t  .                                     (2.15) 
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Випадок великого опору  n k  
 Корені характеристичного рівняння (2.12) дійсні, від’ємні і 
різні, а загальний розв’язок диференціального рівняння (2.11) має 
вигляд: 
1 2
1 2
t t
x C e C e
   .                                       (2.16) 
 У двох останніх випад-
ках рух точки втрачає коли-
вальний характер і стає апе-
ріодичним. Залежно від вели-
чини і напрямку початкової 
швидкості графік коливань має 
вигляд однієї з трьох кривих, 
наведених на рис. 2.7. 
  
2.5. Змушені коливання. Загальний випадок 
 
 Коливання, які здійснює матеріальна точка під дією віднов-
люючої сили, сили опору і збурюючої сили, називають змушеними. 
Вони описуються неоднорідним диференціальним рівнянням (2.1), яке 
має загальний розв’язок  
1 2x x x  ,                                         (2.17) 
де 
1x  – загальний розв’язок однорідного рівняння (2.11); 2x  – частин-
ний розв’язок неоднорідного рівняння (2.1). 
Як вже було показано, при будь-яких співвідношеннях n і k 
загальний розв’язок рівняння (2.11) є згасаючим, про що свідчать вира-
зи (2.13), (2.15) і (2.16). Тому через досить великий проміжок часу 
після початку руху у розв’язку (2.17) залишається тільки доданок
2x , 
який будемо шукати у вигляді: 
 2 2 sinx A pt  .                                   (2.18) 
Визначимо похідні: 
   22 2 2 2cos ; sinx A p pt x A p pt     ,            (2.19) 
потім перетворимо праву частину рівняння (2.1): 
 
O 
x0 
x 
t 
Рисунок 2.7 
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     sin sin sin cos s sinh pt h pt h pt hco pt        
і підставимо в нього вирази (2.18) і (2.19): 
     2 22 2 2sin 2 cos sinA p pt nA p pt k A pt        
   sin cos cos sin .h pt h pt      
Для того щоб отримана рівність виконувалася тотожно, прирівняємо 
коефіцієнти при  sin pt   і  cos pt  в лівій і правій його частинах: 
 2 22 2cos ; 2 sinA k p h npA h      і знайдемо: 
 
2 2 22
2 2 2 2
2
; tg =
4
h np
A
k p
k p n p
 

 
.                 (2.20) 
Оскільки  2 0, 0,A     і повністю визначається своїм тангенсом. 
 Таким чином, рівняння змушених коливань має вигляд: 
 
 2
2
2 2 2 2
sin
4
h
x pt
k p n p
 
 
.                     (2.21) 
З нього випливає, що змушені коливання є незгасаючими, а їх частота і 
період дорівнюють частоті та періоду збурюючої сили. 
 Перетворимо вираз для амплітуди змушених коливань: 
2
2
2
2 2 2
1 4
h
kA
p n p
k k k

      
        
       
.                         (2.22) 
Відношення частоти збурюючої сили p до частоти вільних гармонійних 
коливаннь k називають коефіцієнтом розладу. Приймемо позначення: 
0 0
0 2
; ;
H m Hp n h
z b A
k k mc ck
     , 
де 0A  – статичне відхилення точки від положення рівноваги під дією 
сталої сили 0H . Введемо в розгляд коефіцієнт динамічності η, що 
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дорівнює відношенню амплітуди змушених коливань 
2A  до величини 
статичного відхилення 
0A , 
 
2
2
2 2 20
1
1 4
A
A
z b z
  
 
.                            (2.23) 
Цей коефіцієнт залежить від двох параметрів, що показано на рис. 2.8, 
де наведені криві залежності коефіцієнта динамічності η від коефі-
цієнта розладу z для різних значень безрозмірного коефіцієнта в’яз-
кості b. 
Визначимо екстремум підкореневого виразу знаменника фор-
мули (2.23): 
 
2
2 2 21 4y z b z   ,                                  (2.24) 
для чого прирівняємо нулю похідну: 
  2 22 1 2 8 0
dy
y z z b z
dz
       .                            (2.25) 
Невід’ємні корені цього рівняння: 2
1 20; 1 2z z b   . Корінь 2 1z   і 
залишається дійсним, якщо 21 2 0b   або 
2
2
b  . Визначимо другу 
похідну функції (2.24): 
2
2 2
2
12 4 8
d y
y z b
dz
     . 
При 
2z z  і 
2
2
b   отримаємо  2 2 212 1 2 4 8 8 16 0y b b b        , а 
при 
1 0z z   і 
2
2
b   отримаємо 28 4 0y b     , тобто функція y 
має мінімум при 
2z z  і максимум – при 1z z , а коефіцієнт дина-
мічності має максимум при 
2z z  і мінімум – при 1z z . Підставимо 
значення 
1z  і 2z  у формулу (2.23), тоді 
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Рисунок 2.8 
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  
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2 
1 
0 
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1 2
max0 2
1
1;
2 1
z z z z
b b
  
     

,                        (2.26) 
де 
max  – максимальне значення коефіцієнта динамічності при 
заданому b, при 
2
2
b   маємо max  = 1. 
 Таким чином, як видно з рис. 2.8, при малих значеннях b, тобто 
2
2
b  , і 21 2z b   відбувається різке збільшення коефіцієнта дина-
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мічності η і, отже, амплітуди змушених коливань 
2A . Зі збільшенням 
коефіцієнта b, тобто з ростом опору середовища, максимуми амплітуди 
зменшуються і зсуваються вліво. 
 При 
2
2
b  рівняння (2.25) має тільки один дійсний корінь 
1 0z  , при якому
28 4 0y b    , тобто функція y має мінімум, а 
коефіцієнт динамічності η – максимум. 
 Фаза змушених коливань  pt   відстає від фази збурюючої 
сили pt  на величину ε, яку називають зсувом фаз. З формули (2.20) 
отримаємо: 
 
2 2
2
2
tg
1
1
n p
bzk k
zp
k
   
   
   
  
 
  
 
.                              (2.27) 
Криві залежності зсуву фаз ε від коефіцієнта розладу z для різних 
значень коефіцієнта b наведені на рис. 2.9. При z = 1 зсув фаз дорівнює 
π/2 при будь-яких значеннях b, при подальшому зростанні z зсув фаз 
наближається до π. 
 
0 
ε 
π 
π/2 
2 z 
b = 0,1 b = 0,2 b = 0 
1 
b = 1 
b = 0 
Рисунок 2.9 
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2.6. Змушені коливання в середовищі без опору 
 
 У разі відсутності опору (n = 0) при p k  з формули (2.20) 
отримаємо, що 
2 2 2
; tg 0
h
A
k p
  

, і рівняння змушених коливань 
має вигляд: 
2 2 2 2
sin sin
h
x A pt pt
k p
 

,                        (2.28) 
а коефіцієнт динамічності 
2
2
0
1
1
A
A z
  

                                   (2.29) 
буде мати розрив 2-го роду при z = 1 (це крива на рис. 2.8 при b = 0). 
Якщо  1p k z  , то 2 0A   і фаза змушених коливань збігається з 
фазою збурюючої сили. Якщо  1p k z  , то 2 0A   і 
 2 2 2sin sinx A pt A pt    , 
тобто зсув фаз ε = π (крива на рис. 2.9 при b = 0). 
 У разі збігу частоти збурюючої сили p і частоти вільних гармо-
нійних коливань k, що зветься власною частотою, виникає явище 
резонансу. Тоді частинний розв’язок диференціального рівняння 
2 sinx k x h pt  ,                                    (2.30) 
яке можна отримати з рівняння (2.1) при n = 0, будемо шукати у 
вигляді: 
2 2 cosx A t pt .                                        (2.31) 
Визначимо похідні: 
2 2 2cos sin ;x A pt A pt pt   
 
2
2 2 2 2sin sin cosx A p pt A p pt A p t pt    .               (2.32) 
Підставимо (2.31) і (2.32) в рівняння (2.30): 
2 2
2 2 22 sin cos cos sinA p pt A p t pt k A t pt h pt    . 
Врахуємо, що p = k, тоді 22 sin sinA p pt h pt  , звідки отримаємо: 
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2
2
h
A
p
  ; 
2 cos
2
h
x t pt
p
  .                                    (2.33) 
 
Таким чином, при резонансі виникають коливання з частотою 
p = k, розмахи яких з плином часу зростають необмежено, причому 
збільшення розмахів пропорційно часу. Графік таких коливань наве-
дено на рис. 2.10. 
 
Питання для самоконтролю 
 
1. Під дією яких сил матеріальна точка здійснює коливання? 
2. Які коливання матеріальної точки називають вільними? 
3. У чому полягає властивість ізохронності вільних коливань? 
4. Який вплив малого опору на вільні коливання матеріальної 
точки? 
5. Які умови неколивального руху матеріальної точки? 
6. Чому дорівнюють частота і період змушених коливань? 
7. Чому дорівнює коефіцієнт динамічності? 
8. Які залежності коефіцієнта динамічності від частоти збурю-
ючої сили і опору середовища? 
9. У чому полягає явище резонансу і які його умови? 
 
 
2x  2
h
x t
p
  
2
h
x t
p
   
t 
Рисунок 2.10 
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Лекція 3. ДИНАМІКА ВІДНОСНОГО РУХУ 
МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
 
3.1. Рівняння відносного руху 
 
 Два перших закона динаміки і всі співвідношення, отримані з 
них, в тому числі і основне рівняння динаміки 
1
n
k
k
ma F

 ,                                          (3.1) 
справедливі тільки при русі точки відносно інерціальної системи від-
ліку. 
 Розглянемо рух точки M відносно неінерціальної системи від-
ліку (рис. 3.1). Нехай система 
1 1 1 1O x y z  є інерціальною (надалі будемо 
називати її нерухомою), 
а система Oxyz руха-
ється відносно нерухо-
мої системи відліку і є 
неінерціальною. Буде-
мо також вважати, що 
переносний рух сис-
теми Oxyz і сили, що 
ді-ють на точку M 
відомі. Скористаємося 
теоре-мою Коріоліса, 
відпо-відно до якої 
абсолют-не 
прискорення точки a  
дорівнює геомет-ричній сумі відносного ra , переносного ea  та 
коріолісова ca  приско-рень: 
r e ca a a a   .                                           (3.2) 
Підставляючи (3.2) в рівняння (3.1), отримаємо: 
1
n
r e c k
k
ma ma ma F

    
або 
 
kF  2
F  
1F  M 
z 
z ρ 
O 
y 
y 
x 
x 
1O  
1x  
1y  
1z  
Рисунок 3.1 
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   
1
n
r k e c
k
ma F ma ma

     .                              (3.3) 
 Введемо вектори 
Φ , Φ ,e e c cma ma                                       (3.4) 
що звуться переносною і коріолісовою силами інерції, тоді рівняння 
(3.3) набирає вигляду: 
c
1
Φ Φ
n
r k e
k
ma F

   .                                     (3.5) 
Воно являє собою основне рівняння динаміки відносного руху мате-
ріальної точки. Таким чином, якщо до сил, діючих на матеріальну точ-
ку, умовно приєднати переносну і коріолісову сили інерції, то рівняння 
відносного руху точки (3.5) збереже форму основного рівняння дина-
міки (3.1). 
 Для визначення сил інерції необхідно знайти відповідні при-
скорення точки. Скористаємося відомими з кінематики співвідношен-
нями. Переносне прискорення представимо як абсолютне прискорення 
точки, незмінно пов’язаної з рухомою системою відліку: 
 e oa a    , 
де 
oa  – прискорення початку координат рухомої системи; ,   – ку-
тове прискорення і кутова швидкість рухомої системи;   – радіус-век-
тор точки в рухомій системі координат. Коріолісове прискорення 
2c ra v  , де rv  – відносна швидкість точки. Як випливає з виразів 
(3.4), сили інерції Φ , Φe c  напрямлені протилежно прискоренням ,e ca a . 
 Зіставлення рівнянь (3.1) і (3.5) показує, що в інерціальній 
системі відліку прискорення матеріальної точки є лише результатом дії 
на неї сил, тобто взаємодії з іншими тілами. В неінерційній системі 
відліку прискорення матеріальної точки залежить як від діючих на неї 
сил, так і від руху самої системи відліку. 
 Спроектуємо векторне рівняння (3.5) на осі рухомої системи 
Oxyz і отримаємо диференціальні рівняння відносного руху матері-
альної точки: 
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cx
1
Φ Φ
n
kx ex
k
mx F

   ; 
cy
1
Φ Φ
n
ky ey
k
my F

   ;                                   (3.6) 
cz
1
Φ Φ
n
kz ez
k
mz F

   , 
де , ,x y z  – проекції відносного прискорення на осі рухомої системи. 
 Розглянемо як приклад використання рівнянь відносного руху 
явище розмиву берегів рік. Як відомо, в північній півкулі праві береги 
рік, що течуть вздовж меридіана, звичайно обривисті, а ліві – пологі. 
Для пояснення цього явища візьмемо деякий об’єм води М, обмежений 
двома перерізами ріки, що тече з півдня на північ (рис. 3.2). На цей 
об’єм діє сила тяжіння Землі 
0G , реакція дна N  і реакція берега F . 
Для запису рівняння руху в 
неінерціальній системі 
відліку, що пов’язана з 
Землею, введемо переносну 
Φe  і коріолісову Φc  сили 
інерції. Переносне приско-
рення 
ea  напрямлене до осі 
обертання Землі, тому що 
Земля обертається рівномір-
но з кутовою швидкістю  , 
а переносна сила інерції – в 
протилежний бік. Коріолісо-
ве прискорення 2c ra v   
напрямлене на захід, а корі-
олісова сила інерції – на 
схід. 
Рівняння відносного руху має вигляд: 
0 Φ Φr e cma G N F     . 
Спроектуємо його на вісь Mx, напрямлену на схід уздовж дотичної до 
паралелі, враховуючи, що відносне прискорення лежить в площині 
меридіана, і отримаємо Φ 0c F   або ΦcF  . Таким чином, реакція 
берега дійсно напрямлена вліво, якщо дивитися за течією ріки. Отже, 
 
х 
Φc  
rv  
N  
z y 
ω 
Φe  
M 
F
 
0G
 
ea  
ca
 
  
O 
Рисунок 3.2 
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сила тиску води, згідно з третім законом динаміки, діє протилежно, 
тобто на правий берег, поступово його розмиваючи. Це правило не 
змінюється і для рік, що течуть з півночі на південь. У південній пів-
кулі, навпаки, розмиваються ліві береги рік. 
 
 3.2. Принцип відносності класичної механіки 
 
 Припустимо, що рухома система відліку рухається поступаль-
но, рівномірно і прямолінійно. При цьому кутова швидкість   і кутове 
прискорення   рухомої системи координат, а також прискорення її 
початку 
Oa  дорівнюють нулю. Отже, дорівнюють нулю переносне ea , 
коріолісове 
ca  прискорення і обидві сили інерції  Φe , Φc . Тепер 
рівняння (3.5) набирає вигляду: 
1
n
r k
k
ma F

 .                                            (3.7) 
 Порівнюючи рівняння (3.1) і (3.7), приходимо до висновку про 
те, що в розглянутому випадку останнє рівняння, що визначає відносне 
прискорення матеріальної точки, збігається з основним рівнянням 
динаміки (3.1), що визначає її абсолютне прискорення. Таким чином, 
рух матеріальної точки відносно системи відліку, що рухається 
поступально, рівномірно і прямолінійно, відбувається так само, як і 
відносно нерухомої системи відліку, тобто рухома система є інерціаль-
ною. 
 Дійсно, якщо права частина рівняння (3.7) дорівнює нулю, то з 
нього отримаємо 0ra  , звідки випливає, що точка рухається рівно-
мірно і прямолінійно, тобто виконується перший закон динаміки. Але 
закони динаміки однакові у всіх інерціальних системах відліку, тому 
ніякі механічні експерименти, проведені в інерціальній системі відліку, 
не можуть виявити, знаходиться вона в спокої або рухається посту-
пально, рівномірно і прямолінійно. У цьому полягає відкритий Галі-
леєм принцип відносності класичної механіки. 
 
 3.3. Умови відносного спокою. Сила ваги 
 
 Нехай матеріальна точка під дією прикладених до неї сил пере-
буває в стані відносного спокою, тобто не рухається відносно рухомої 
системи відліку Oxyz. У цьому випадку відносна швидкість rv  і віднос-
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не прискорення 
ra  точки дорівнюють нулю, отже, дорівнює нулю і 
коріолісова сила інерції Φc . Рівняння відносного спокою отримаємо з 
рівняння (3.5): 
n
1
Φ 0k e
k
F

  .                                        (3.8) 
 Таким чином, якщо матеріальна точка знаходиться в стані від-
носного спокою, геометрична сума діючих на неї сил і переносної сили 
інерції дорівнює нулю. Слід зазначити, що виконання умови (3.8) не 
означає, що після надання точці початкової швидкості вона буде руха-
тися рівномірно і прямолінійно відносно рухомої системи, як це має 
місце в інерціальній системі відліку. Дійсно, при появі відносної швид-
кості, по-перше, виникає коріолісове прискорення 
ca  і коріолісова си-
ла інерції Φc cma  , по-друге, може змінитися переносне прискорен-
ня, залежне від положення точки в рухомій системі відліку, що 
призведе до зміни переносної сили інерції Φe ema  . Таким чином, 
права частина рівняння (3.5) не буде дорівнювати нулю, і точка буде 
мати відносне прискорення 0ra  . 
 Розглянемо як приклад матеріальну точку М, що підвішена на 
нитці і знаходиться в спокої відносно Землі (рис. 3.3). Запишемо умову 
відносного спокою (3.8) і отримаємо: 
0 Φ 0eT G   ,                                    (3.9) 
де T  – реакція нитки; 0G  – сила тяжіння Землі, напрямлена до її 
центру; Φe  – переносна сила інерції, яка внаслідок рівномірного обер-
тання Землі має тільки відцентрову складову, напрямлену від її осі 
обертання. Модуль сили інерції 
2 2Φ cose ema m mR      , 
де ρ = МК – радіус географічній паралелі; R – радіус Землі; ω – кутова 
швидкість обертання Землі; φ – геоцентрична широта. Силу, рівну по 
модулю і напрямлену протилежно реакції T , називають силою ваги і 
позначають через mg . Таким чином, сила ваги дорівнює геометричній 
сумі сили тяжіння 
0G  і сили інерції Φe , викликаної обертанням Землі: 
0 Φemg G  . 
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Напрямок сили ваги mg  визначає напрям вертикалі в даній точці зем-
ної поверхні, а площина, перпендикулярна силі mg , є горизонтальною. 
 Сила інерції Φe  дуже мала в порівнянні з силою ваги, що 
видно з відношення їх модулів: 
 
 
T  
Φe
 
М 
ea  
φ 
К 
О 
0G  
  
Рисунок 3.3 
ω 
mg  
2 2Φ cos cose mR R
mg mg g
   
  . 
Це відношення максимальне на екваторі (1/290) і дорівнює нулю на 
полюсі. Відхилення лінії виска від напрямку радіуса Землі максималь-
не на широті 450 і становить 6 . Таким чином, сила ваги mg  і по 
модулю, і по напрямку мало відрізняється від сили тяжіння 
0G . При-
скорення вільного падіння g максимальне на полюсі (9,83 м/с2) і 
мінімальне на екваторі (9,78 м/с2). 
Приклад. Тіло масою m знаходиться на гладкій похилій грані 
призми, що рухається по горизонтальній поверхні, як показано на 
рис.3.4. Кут нахилу грані призми до горизонту дорівнює α. 
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Визначити: 
1) Яким має бути прискорення призми, щоб тіло не рухалося 
відносно неї? 
2) Чому дорівнює тиск тіла на призму у стані відносного 
спокою? 
 
ea  
Φe  
G  
N
 
α 
α 
O 
x 
y 
Рисунок 3.4 
 
  На тіло діють сила ваги G mg  і нормальна реакція 
N  гладкої площини. Умовно докладемо до тіла переносну силу 
інерції, мо-дуль якої Φe ema , і запишемо для отриманої системи сил 
рівняння рівноваги 
Φ 0eG N   . 
Спроектуємо його на осі x і y рухомої системи координат: 
sin Φ cos 0eG    ;                                 (3.10) 
cos Φ sin 0eN G    .                              (3.11) 
Тепер отримаємо: 
 з рівняння (3.10) 
sin cos 0emg ma   ,   звідки   tgea g  ; 
 з рівняння (3.11) 
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cos sin cos tg sineN mg ma mg mg         
 cos sin tg .
cos
mg
mg    

 
 
Питання для самоконтролю 
 
 1. Чому дорівнює переносна сила інерції? 
2. Чому дорівнює коріолісова сила інерції? 
3. Який вигляд має основне рівняння динаміки відносного руху 
матеріальної точки? 
4. Чим пояснити явище розмиву берегів річок, що течуть 
вздовж меридіана? 
5. Як сформулювати принцип відносності класичної механіки? 
6. Які умови відносного спокою? 
7. Чому дорівнює сила ваги матеріальної точки? 
8. Як залежить сила ваги матеріальної точки від географічної 
широти? 
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Лекція 4. МЕХАНІЧНА СИСТЕМА. 
ТВЕРДЕ ТІЛО І ЙОГО МОМЕНТИ ІНЕРЦІЇ 
 
4.1. Маса і центр мас механічної системи 
 
 Механічною системою називають будь-яку сукупність матері-
альних точок. Зокрема, будь-яке тверде тіло, яке можна розглядати як 
сукупність його частинок, утворює механічну систему. Маса 
механічної системи дорівнює сумі мас матеріальних точок, що 
складають цю систему: 
1
N
j
j
m m

 ,                                               (4.1) 
де N – число всіх точок системи. 
 Центром мас механічної системи називають геометричну точ-
ку, радіус-вектор якої 
cr  і декартові координати , ,c c cx y z  обчислюють 
так: 
1
1 N
c j j
j
r m r
m 
  ;                                         (4.2) 
1 1 1
1 1 1
; ;
N N N
c j j c j j c j j
j j j
x m x y m y z m z
m m m  
     ,           (4.3) 
де , , ,j j j jr x y z  – радіус-вектор і координати j-ї точки системи. 
 
 4.2. Зовнішні і внутрішні сили 
 
 Всі сили, що діють на точки механічної системи, можна роз-
ділити на зовнішні і внутрішні. Зовнішніми називають сили, що діють 
на точки механічної системи з боку тіл, які не входять до складу даної 
системи. Внутрішніми називають сили взаємодії між матеріальними 
точками однієї системи. Введемо позначення: зовнішні сили – eF , 
внутрішні – iF , де індекси e, i – перші літери французьких слів «exteri-
eur» (зовнішній) і «interieur» (внутрішній). 
 З третього закону динаміки випливає, що для кожної внут-
рішньої сили існує інша внутрішня сила, рівна їй за модулем і напрям-
лена уздовж тієї ж прямої в протилежний бік. Таким чином, геомет-
рична сума цих сил, а також сума їх моментів відносно довільної точки 
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дорівнюють нулю, що дозволяє сформулювати наступні властивості 
внутрішніх сил: 
 1) геометрична сума всіх внутрішніх сил (головний вектор) 
системи дорівнює нулю: 
1
0
N
i i
j
j
R F

  ;                                      (4.4) 
 2) геометрична сума моментів усіх внутрішніх сил (головний 
момент) системи відносно довільної точки О дорівнює нулю: 
 
1
0
N
i i
O O j
j
M M F

  ,                                  (4.5) 
де i
jF  – рівнодійна внутрішніх сил, що діють на j-у точку. 
 
 4.3. Моменти інерції твердого тіла 
 
 Інертність тіла, що рухається поступально, як і однієї мате-
ріальної точки, повністю визначається його масою. При більш склад-
ному русі тіла необхідно враховувати розподіл маси в просторі. Харак-
теристиками такого розподілу є моменти інерції. 
 Проведемо через 
довільну точку О три вза-
ємно перпендикулярні коор-
динатні осі x, y, z і роз-
глянемо тіло як сукупність 
матеріальних точок (рис. 
4.1). Моментом інерції 
твердого тіла відносно осі 
(осьовим моментом інерції) 
називають величину, що до-
рівнює сумі добутків мас 
всіх точок тіла на квадрати 
їх відстаней від даної осі. 
 Позначивши момен-
ти інерції тіла відносно осей 
x, y, z через , ,x y zI I I  і 
опустивши з точки jM  пер-
пендикуляри , ,j j j j j jM A M B M D  на ці осі, отримаємо: 
 
y O 
x 
jB  
z 
jD
 
jA  
jx  
jy  
jz  
 , ,j j j jM x y z  
Рисунок 4.1 
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     
2 2 2
2 2 2 2 2 2; ;j j j j j j j j j j j jM A y z M B x z M D x y      ; 
 
     2 2 2 2 2 2
1 1 1
; ;
N N N
x j j j y j j j z j j j
j j j
I m y z I m x z I m x y
  
        .     (4.6) 
 Момент інерції твердого тіла відносно деякої осі, наприклад, 
осі z, можна подати у вигляді добутку маси тіла на квадрат величини, 
званої радіусом інерції 
zi  тіла відносно даної осі: 
2
z zI mi .                                            (4.7) 
Таким чином, радіус інерції 
zi  дорівнює відстані від осі z до точки, в 
якій потрібно зосередити всю масу тіла, щоб момент інерції точки 
відносно цієї осі дорівнював моменту інерції тіла. 
 Моментом інерції твердого тіла відносно полюса (полярним 
моментом інерції) називають величину, що дорівнює сумі добутків мас 
всіх точок тіла на квадрати їх відстаней від даного полюса. 
Позначивши через 
OI  момент інерції тіла відносно початку координат 
О, запишемо: 
   
2
2 2 2
1 1
0
N N
O j j j j j j
j j
I m M m x y z
 
     .                (4.8) 
Порівнюючи формули (4.6) і (4.8), можна визначити залежність між 
осьовими і полярним моментами інерції: 
 
1
2
O x y zI I I I   .                                  (4.9) 
Осьові та полярні моменти інерції – величини невід’ємні. Осьовий 
момент інерції дорівнює нулю тільки в тому випадку, коли вся маса 
тіла розподілена вздовж осі, відносно якої цей момент визначають. 
 Для характеристики розподілу маси тіла використовують 
також відцентрові моменти інерції, що визначаються рівностями: 
                     
1 1 1
; ;
N N N
xy j j j yz j j j zx j j j
j j j
I m x y I m y z I m z x
  
     .      (4.10) 
З наведених формул видно, що відцентрові моменти інерції симетричні 
щодо своїх індексів: ; ;xy yx yz zy zx xzI I I I I I   . Вони залежать як від 
напрямку координатних осей, так і від вибору початку координат. На 
відміну від осьових і полярних, відцентрові моменти інерції можуть 
бути додатними, від’ємними і нульовими. 
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 Якщо обидва відцентрові моменти інерції, що містять в індек-
сах позначення деякої осі, дорівнюють нулю, то цю вісь називають 
головною віссю інерції тіла в даній точці. Нехай 0xy zyI I  , тоді вісь y 
– головна вісь інерції. Якщо ця вісь проходить через центр мас тіла, то 
її називають головною центральною віссю інерції. 
 Відзначимо два частинних випадка: 
 1) якщо тіло має площину матеріальної симетрії, то для будь-
якої її точки вісь, перпендикулярна цій площині, є головною віссю 
інерції; 
 2) якщо тіло має вісь матеріальної симетрії, то вона є головною 
центральною віссю інерції тіла. Під матеріальною симетрією розумі-
ють не тільки геометричну симетрію, але і симетричний розподіл щіль-
ності. 
 
 4.4. Моменти інерції тіла відносно паралельних осей 
 
 Розглянемо співвідношення між моментами інерції твердого 
тіла відносно паралельних осей, одна з яких проходить через центр мас 
тіла. 
 Теорема Гюйгенса - Штейнера. Момент інерції тіла відносно 
деякої осі дорівнює його моменту інерції відносно осі, що паралельна 
даній і проходить через центр мас тіла, доданому з добутком маси 
тіла на квадрат відстані між осями. 
 Для доведення теореми використаємо координатні системи 
1 1 1Cx y z  і Oxyz  (рис. 4.2), у яких осі Ox  і 1Сx  збігаються, 1//Oy Cy , 
1//Oz Cz , де C – центр мас тіла. Розглянемо моменти інерції тіла 
відносно осей Oz  і 
1Cz , відстань між якими дорівнює d. Співвід-
ношення між координатами довільної точки jM  в системах 1 1 1Cx y z  і 
Oxyz , будуть такими: 1 1;j j j jx x d y y   . Відповідно до формул 
(4.6) отримаємо: 
 
   
2
2 2 2
1 1
1 1
N N
Oz j j j j j j
j j
I m x y m x d y
 
      
     
 2 2 21 1 1
1
2
N
j j j j
j
m x y dx d

      
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 2 2 21 1 1
1 1 1
2
N N N
j j j j j j
j j j
m x y d m x d m
  
      ,               (4.11) 
де 
 
1
2 2
1 1
1 1
;
N N
j j j Cz j
j j
m x y I m m
 
    . 
 
 
 
jx
 
1y  
d 
z 
y 
C 
O 
1 jx  
1z  
jM  
1j jy y  
1,x x  
Рисунок 4.2 
 
З формул (4.3), що визначають координати центру мас, випливає: 
1 1
1
0,
N
j j C
j
m x mx

   
тому що 
1 0Cx  . З формули (4.11) отримаємо: 
1
2
Oz CzI I md  .                                      (4.12) 
 Таким чином, якщо розглядати систему паралельних осей, то 
найменший момент інерції тіло має відносно тієї осі, яка проходить 
через його центр мас. 
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 4.5. Приклади визначення моментів інерції однорідних тіл 
 
4.5.1. Визначимо момент інерції тонкого однорідного стержня постій-
ного перерізу відносно 
осі z, що перпендику-
лярна осі стержня і 
проходить через його 
кінець (рис. 4.3). Роз-
ділимо стержень по дов-
жині на малі елементи. 
Масу елемента довжи-
ною Δ jx  знайдемо з рів-
ності Δj jm x  , де 
/m l  – маса одиниці 
довжини стержня, m і l – 
його маса і довжина. 
 Момент інерції 
стержня визначимо за 
третьою формулою (4.6), 
поклавши 0jy  : 
2 2
1 1
Δ
N N
Oz j j j j
j j
I m x x x
 
    . 
Переходячи до границі суми, отримаємо визначений інтеграл: 
3 3 2
2
00
3 3 3
l l
Oz
m x ml ml
I x dx
l l
      .                       (4.13) 
Для визначення моменту інерції стержня відносно осі 
1Cz , що 
проходить через його центр мас паралельно осі Oz , використаємо 
співвідношення (4.12): 
1
2
2
Oz Cz
l
I I m
 
   
 
, 
звідки отримаємо: 
1
2 2 2 2
4 3 4 12
Cz Oz
ml ml ml ml
I I     .                       (4.14) 
 
Δ jx  
jx  
0,5l 
0,5l 
z 
x 
C 
O 
1z  
Рисунок 4.3 
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 4.5.2. Визначимо момент інерції круглого однорідного цилін-
дра відносно його поздовжньої осі Cz (рис. 4.4). Нехай радіус циліндра 
дорівнює R, а його маса m. 
 
 
Δ jr  
R 
C 
z 
jr  
Рисунок 4.4 
 
 Побудуємо циліндричну трубку радіусом jr  і товщиною Δ jr . 
Маса цієї трубки Δj jm S  , де Δ jS – площа кільця, Δ 2 Δj j jS r r  ;  – 
маса циліндра, відповідна одиниці площі основи, 
2
m
R
 

. 
 Всі елементи трубки знаходяться на однаковій відстані від її 
осі, тому момент інерції циліндра знайдемо за формулою 
2 3
1 1
2 Δ
N N
Cz j j j j
j j
I m r r r
 
    . 
Переходячи до границі суми, отримаємо визначений інтеграл 
4 2
3
2
00
2 2
4 2
R R
Cz
m r mR
I r dr
R
     

.                    (4.15) 
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Питання для самоконтролю 
 
 1. Як визначити радіус-вектор центра мас механічної системи? 
2. Як записати вираз для декартових координат центру мас? 
3. Дайте визначення зовнішніх і внутрішніх сил. 
4. Які властивості мають внутрішні сили? 
5. Дайте визначення осьових, полярних і відцентрових момен-
тів інерції твердого тіла. 
6. Сформулюйте теорему про моменти інерції тіла відносно 
паралельних осей. 
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Лекція 5. ТЕОРЕМИ ПРО ЗМІНУ КІЛЬКОСТІ РУХУ І ПРО РУХ 
ЦЕНТРУ МАС МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ 
 
5.1. Загальні теореми динаміки. Міри механічного руху  
та міри дії сили 
 
 Як уже зазначалося, будь-яка механічна система може бути 
розглянута як сукупність матеріальних точок. Рух кожної з них опи-
сується диференціальним рівнянням виду (1.3) , а рух всієї системи 
визначається диференціальними рівняннями 
2
2
, 1,
j e i
j j j
d r
m F F j N
dt
   ,                          (5.1) 
де ejF , 
i
jF  – рівнодійні всіх зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на j-у 
точку системи. Безпосереднє використання рівнянь (5.1) для дослід-
ження механічної системи обмежується як кількістю її точок, так і 
необхідністю врахування внутрішніх сил, які в більшості випадків є 
невідомими. 
 Розглянуті нижче загальні теореми динаміки дозволяють ви-
значати загальні динамічні характеристики руху системи, не дослід-
жуючи рух її окремих точок. Вони встановлюють співвідношення між 
мірами механічного руху (кількістю руху, кінетичним моментом і 
кінетичної енергією) і мірами дії сили (імпульсом, моментом і роботою 
сили). 
 
 5.2. Кількість руху матеріальної точки і механічної системи 
 
 Кількість руху матеріальної точки – це векторна міра меха-
нічного руху, що дорівнює добутку маси точки на її швидкість: mv . 
Одиниця виміру кількості руху в системі СІ – 1кг м/с . Кількість руху 
механічної системи дорівнює сумі кількостей руху всіх матеріальних 
точок, що утворюють систему: 
1
N
j j
j
K m v

 .                                              (5.2) 
Перетворимо отриману формулу: 
1 1
N N
j
j j j
j j
dr d
K m m r
dt dt 
   . 
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Відповідно до формули (4.2) 
1
N
j j C
j
m r mr

 , тому 
  CC C
drd
K mr m mv
dt dt
   . 
 Таким чином, кількість руху механічної системи дорівнює 
добутку її маси на швидкість центру мас: 
CK mv .                                                  (5.3) 
Оскільки кількість руху системи визначається рухом тільки однієї її 
точки (центру мас), вона не може бути повною характеристикою руху 
системи. Дійсно, при будь-якому русі системи, коли її центр мас 
залишається нерухомим, кількість руху системи дорівнює нулю. На-
приклад, це має місце при обертанні твердого тіла навколо нерухомої 
осі, що проходить через його центр мас. 
 Введемо систему відліку Cxyz, що має початок в центрі мас 
механічної системи С і руха-
ється поступально відносно 
інерціальної системи 
1 1 1Ox y z  
(рис. 5.1). Тоді рух кожної 
точки jM  можна розглядати 
як складний: переносний рух 
разом з осями Cxyz і рух від-
носно цих осей. В силу по-
ступальності руху осей Cxyz 
переносна швидкість кожної 
точки дорівнює швидкості 
центру мас системи, і кіль-
кість руху системи, що ви-
значається за формулою 
(5.3), характеризує тільки її 
поступальний переносний рух. 
 
 5.3. Імпульс сили 
 
 Для характеристики дії сили за деякий проміжок часу викорис-
товують величину, звану імпульсом сили. Елементарний імпульс сили – 
 
NM  
2M
 
1M  
1z  
1y  
1x  
O 
C y 
z 
x 
Рисунок 5.1 
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це векторна міра дії сили, що дорівнює добутку сили на елементарний 
проміжок часу її дії: 
dS Fdt .                                               (5.4)  
Одиниця виміру імпульсу сили в системі СІ дорівнює 1Н с 1кг м/с   , 
тобто розмірності імпульсу сили і кількості руху однакові. 
 Імпульс сили за кінцевий проміжок часу  1 2,t t  дорівнює ви-
значеному інтегралу від елементарного імпульсу: 
2
1
t
t
S Fdt  .                                                (5.5) 
Імпульс сталої сили дорівнює добутку сили на час її дії: 
 2 1S F t t F    .                                       (5.6) 
У загальному випадку імпульс сили може бути визначений за його 
проекціями на координатні осі: 
2 2 2
1 1 1
; ;
t t t
x x y y z z
t t t
S F dt S F dt S F dt     .                          (5.7) 
 
 5.4. Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки 
 
 В основному рівнянні динаміки (1.2) маса матеріальної точки – 
величина стала, її прискорення /a dv dt , що дає можливість записати 
це рівняння у вигляді: 
 
1
n
k
k
d
mv F
dt 
 .                                        (5.8) 
Отримане співвідношення дозволяє сформулювати теорему про зміну 
кількості руху матеріальної точки в диференціальній формі. 
Похідна за часом від кількості руху матеріальної точки дорівнює 
геометричній сумі (головному вектору) діючих на точку сил. 
 Тепер отримаємо інтегральну форму цієї теореми. Зі співвід-
ношення (5.8) випливає, що 
 
1
n
k
k
d mv F dt

 . 
Проінтегруємо обидві частини рівності в межах, що відповідають 
моментам часу 1t  і 2t : 
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 
2 2
1 1
1
v tn
k
kv t
d mv F dt

  .                                    (5.9) 
Інтеграли в правій частині являють собою імпульси сил, що діють на 
точку, тому після інтегрування лівої частини отримаємо: 
2 1
1
n
k
k
mv mv S

  .                                    (5.10) 
 Таким чином, доведено теорему про зміну кількості руху 
матеріальної точки в інтегральній формі. Зміна кількості руху 
матеріальної точки за деякий проміжок часу дорівнює геометричній 
сумі імпульсів діючих на точку сил за той же проміжок часу. 
 Векторному рівнянню (5.10) відповідає система трьох рівнянь 
в проекціях на координатні осі: 
2 1
1
n
x x kx
k
mv mv S

  ; 
2 1
1
n
y y ky
k
mv mv S

  ;                                   (5.11) 
2 1
1
n
z z kz
k
mv mv S

  . 
 Приклад 1. Тіло рухається поступально по похилій площині, 
що утворює кут α з горизонтом. У початковий момент часу воно мало 
швидкість 
1v , напрямлену вгору по похилій площині (рис. 5.2). 
 Через який час швидкість тіла стане рівною нулю, якщо коефі-
цієнт тертя дорівнює f ? 
 Будемо вважати тіло, що рухається поступально, матеріальною 
точкою і розглянемо діючі на нього сили. Це сила ваги mg , нормальна 
реакція площини N  і сила тертя трF . Направимо вісь x уздовж похилої 
площини вгору і запишемо перше рівняння системи (5.11) 
     2 1 трx x x x xmv mv S mg S N S F    ,                    (5.12) 
де проекції кількостей руху 
1 1 2; 0x xmv mv mv  , а проекції імпульсів 
сталих сил mg , N  і трF  дорівнюють добуткам проекцій сил на час 
руху: 
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     тр трsin ; 0;x x xS mg mg t S N S F F t      . 
 
 Прискорення тіла на-
прямлене уздовж похилої пло-
щини, тому сума проекцій на 
вісь y усіх діючих на тіло сил 
дорівнює нулю: cos 0N mg   , 
звідки випливає: cosN mg  . 
Знайдемо силу тертя 
тр cosF fN fmg    
і з рівняння (5.12) отримаємо: 
10 sin cosmv mg t fmg t      , 
звідки визначимо час руху тіла: 
 
1
sin cos
v
t
g f

 
. 
 
 5.5. Теорема про зміну кількості руху механічної системи 
 
 Розглянемо систему з N матеріальних точок, для кожної з яких 
запишемо основне рівняння динаміки: 
, 1,e ij j j jm a F F j N   . 
Складемо почленно всі рівняння: 
1 1 1
N N N
e i
j j j j
j j j
m a F F
  
    .                                (5.13) 
По першій властивості внутрішніх сил 
1
0
N
i
j
j
F

 . Перетворюючи ліву 
частину рівняння (5.13) 
1 1 1
N N N
j
j j j j j
j j j
dv d dK
m a m m v
dt dt dt  
     , 
отримаємо: 
 
2 0v   
трF  
N  
1mv  
y 
mg  
α 
Рисунок 5.2 
α 
х 
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1
N
e e
j
j
dK
F R
dt 
  ,                                   (5.14) 
де eR  – головний вектор зовнішніх сил системи. 
 Таким чином, доведено теорему про зміну кількості руху 
системи в диференціальній формі. Похідна за часом від кількості 
руху механічної системи дорівнює геометричній сумі (головному 
вектору) всіх зовнішніх сил, що діють на систему. 
 Векторному рівнянню (5.14) відповідають три рівняння в про-
екціях на координатні осі: 
; ;
ye e ex z
x y z
dKdK dK
R R R
dt dt dt
   .                    (5.15) 
З теореми випливають такі наслідки: 
 1) внутрішні сили не впливають безпосередньо на зміну кіль-
кості руху механічної системи. Слід зауважити, що внутрішні сили не 
входять в рівняння (5.14) і (5.15), однак вони можуть викликати зов-
нішні сили, що діють на систему, і тим самим надавати непрямий 
вплив на зміну її кількості руху; 
 2) якщо головний вектор зовнішніх сил на даному проміжку 
часу дорівнює нулю, то кількість руху системи залишається сталою. 
Дійсно, якщо 0eR  , то з рівняння (5.14) випливає, що 0
dK
dt
 , звідки 
constK  ; 
 3) якщо проекція головного вектора зовнішніх сил на деяку 
вісь на даному проміжку часу дорівнює нулю, то проекція кількості 
руху системи на цю ж вісь залишається сталою. Так, наприклад, якщо 
0exR  , то з першого рівняння (5.15) отримаємо 
0x
dK
dt
 , тобто constxK  . 
 Наслідки 2 і 3 висловлюють закон збереження кількості руху 
системи. 
 Приклад 2. Вантаж А утримується на похилій площині 
нерухомого клина В за допомогою троса. Після того, як трос був 
перерізаний, вантаж почав рухатися по цій площині, нахиленій до 
горизонту під кутом α (рис. 5.3). 
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 Нехтуючи тертям, визначити залежність швидкості клина v від 
швидкості вантажу 
rv  відносно клина, якщо маси вантажу і клина 
дорівнюють 
Am  і Bm . 
 На систему, що 
складається з вантажу А і 
клина В, діють зовнішні 
сили: 
Am g , Bm g  – сили 
ваги вантажу і клина, N  – 
нормальна реакція гладкої 
горизонтальної площини. 
Усі вони перпендикулярні 
горизонтальній осі х, тому 
проекція головного векто-
ра зовнішніх сил на цю 
вісь дорівнює нулю. З наслідку 3 отримаємо, що constxK  , тобто про-
екція кількості руху системи на вісь х не змінюється і, отже, дорівнює 
своєму початковому значенню: 
0x xK K . Але спочатку система була 
нерухома, тобто 
0 0xK  , і тому в будь-який момент часу 0xK  . 
 Визначимо кількість руху системи 
A A B BK m v m v  ,                                      (5.16) 
де ,A Bv v  – абсолютні швидкості вантажу і клина, 
,A Ar Ae Bv v v v v   . Тут Arv  – відносна швидкість вантажу, Ar rv v ; 
Aev  – переносна швидкість, Ae Bv v v  . Тому A rv v v   і з рівняння 
(5.16) отримаємо: 
   A r B A r A BK m v v m v m v m m v      . 
 Спроектуємо цей векторний вираз на вісь х і прирівняємо його 
нулю: 
 cos 0x A r A B xK m v m m v    , 
звідки отримаємо: 
cosA r
x
A B
m v
v
m m

 

. 
Від’ємне значення проекції показує, що дійсний напрямок вектора v  
протилежний зображеному на рис. 5.3, тобто клин В рухається вліво. 
 
Bm g  
Am g  
rv  
v  
N  
α 
х 
А 
В 
Рисунок 5.3 
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 Перетворимо рівняння (5.14), помноживши обидві його 
частини на dt, і проінтегруємо в межах, що відповідають моментам 
часу 
1t , 2t  
2 2
1 1
1
t tN
e
j
jt t
dK F dt

  . 
Інтеграли в правій частині цієї рівності являють собою імпульси зов-
нішніх сил, тому, інтегруючи його ліву частину, запишемо: 
2 1
1
N
e
j
j
K K S

  ,                                      (5.17) 
де    2 2 1 1,K K t K K t  . 
 Отримане співвідношення дозволяє сформулювати теорему 
про зміну кількості руху системи в інтегральній формі. Зміна кіль-
кості руху механічної системи за деякий проміжок часу дорівнює 
геометричній сумі імпульсів всіх зовнішніх сил, що діють на систему, 
за той же проміжок часу. 
 Векторне рівняння (5.17) еквівалентне трьом рівнянням в 
проекціях на координатні осі: 
2 1
1
N
e
x x jx
j
K K S

  ; 
2 1
1
N
e
y y jy
j
K K S

  ;                                      (5.18) 
2 1
1
N
e
z z jz
j
K K S

  . 
 
  
5.6. Теорема Ейлера 
 
 Зупинимося на застосуванні теореми про зміну кількості руху 
до суцільного середовища. Виділимо об’єм нестисливої рідини, обме-
жений в момент часу t бічною поверхнею труби змінного перерізу і 
двома плоскими поперечними перерізами, площі яких 1  і 2  (рис. 
5.4). Позначимо через 1v  і 2v  середні швидкості частинок рідини, що 
протікає через ці перерізи, а через ρ – щільність рідини. При 
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усталеному русі маса рідини, що протікає через будь-який переріз 
труби в одиницю часу, стала: 
 
1 1 2 2сm v v    . 
Цю масу називають секунд-
ною масою. 
 Нехай за проміжок 
часу dt виділений об’єм 
рідини перемістився і зайняв 
положення між перерізами 
1
  і 2 . Визначимо зміну 
кількості руху об’єму за час 
dt. Позначимо через 
0 1 2, ,K K K  кількості руху 
рідини, обмеженої переріза-
ми '
1  і 2 , 1  і 1 , 2  і 2  
відповідно. Тепер визначимо 
кількості руху в моменти 
часу t і t + dt:   0 1K t K K  ,   0 2K t dt K K   , а також зміну 
кількості руху: 
    0 2 0 1 2 1dK K t dt K t K K K K K K         , 
де 
2 2 1 1;с сK m dt v K m dt v    , звідки 2 1с сdK m dt v m dt v    . 
Розділивши останній вираз на dt, отримаємо: 
2 1с с
dK
m v m v
dt
  .                                 (5.19) 
Добутки 
2сm v  і 1сm v  називають секундними кількостями руху рідини в 
перерізах 
2  і 1 . 
 Зовнішні сили, що діють на виділений об’єм рідини, можна 
розділити на об’ємні і поверхневі. Об’ємними називають сили, що 
діють на кожну частинку рідини, незалежно від того, чи знаходиться 
вона всередині виділеного об’єму або на його поверхні. До об’ємних 
відносять, наприклад, сили ваги частинок рідини. Поверхневими нази-
вають сили, які діють тільки на частинки, що лежать на поверхні 
 
2  2  
1  
1
  
1v  
2v  
2  
0  
1  
Р и с у н о к  5 . 4  
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виділеного об’єму. Це сили тиску стінок труби на рідину, сили тертя 
рідини об стінки труби. 
 Позначимо через обR  і повR  головні вектори об’ємних і поверх-
невих зовнішніх сил і, використовуючи диференціальну форму теоре-
ми про зміну кількості руху, запишемо: 
об пов
dK
R R
dt
  .                                        (5.20) 
Прирівнюючи праві частини (5.19) і (5.20), отримаємо 
2 1 об повс сm v m v R R    
або 
об пов 1 2 0с сR R m v m v    .                             (5.21) 
Ця рівність є математичним записом теореми Ейлера. Сума головних 
векторів об’ємних і поверхневих зовнішніх сил, а також секундних 
кількостей руху рідини, що протікає через два поперечних переріза 
труби, дорівнює нулю, якщо вектори секундних кількостей руху напра-
вити всередину виділеного перерізами об’єму. 
 Приклад 3. По трубі діаметром d, що розташована в горизон-
тальній площині і має зігнуте під прямим кутом коліно, тече вода зі 
швидкістю v (рис. 5.5). 
 Визначити горизонтальні 
складові головного вектора реак-
цій стінок зігнутої частини труби. 
 Об’ємні сили – це сили 
ваги, перпендикулярні горизон-
тальній площині xy; поверхневі – 
реакції стінок труби; пов ,X  повY  – 
складові головного вектора реак-
цій стінок. Направимо вектори 
секундних кількостей руху 
1сm v  і 
2сm v  всередину виділеного об’є-
му і запишемо рівняння (5.21) в 
проекціях на координатні осі x і y 
пов 1 2cos45 cos45 0;с сX m v m v    
 
45  
x 
y 
2сm v  
1сm v  
повX  
повY  45  
Рисунок 5.5 
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пов 1 2sin 45 sin 45 0,с сY m v m v    
де 
1 2v v v  , тому пов 0Y   і пов 2 cos45 2с сX m v m v  ; 
2
4
с
d
m v

  ;   – щільність води, звідки 
2
2
пов 2
4
d
X v

  . Оскільки 
пов 0Y  , горизонтальна складова головного вектора реакцій стінок 
зігнутої частини труби напрямлена вздовж осі x. 
 Приклад 4. Струмінь рідини щільністю ρ, що витікає зі 
швидкістю v з труби, площа поперечного перерізу якої дорівнює σ, 
зустрічає на своєму шляху вертикальну стіну (рис. 5.6). 
 Визначити силу тиску рідини на стіну, якщо вісь труби складає 
із стіною кут α. 
 Цей приклад може бути розв’язаний, як і попередній, як за 
допомогою теореми Ейлера, так і з використанням інтегральної форми 
теореми про зміну кількості руху. 
Розглянемо інтервал часу 
τ, протягом якого частинка рідини 
проходить відстань від кінця тру-
би до стіни. Нехтуючи впливом 
сили ваги на форму струменя, 
виділимо об’єм рідини, яка 
витікає з труби за час τ. Маса цієї 
рідини m v   . На неї діють 
зовнішні сили: напрямлена 
вертикально вниз сила ваги, 
реакція стіни N , 
перпендикулярна стіні, і тиск тієї 
частини рідини, яка стикається з 
виділеним об’ємом (цей тиск, 
зважаючи на його малість, врахо-
вувати не будемо). 
 Запишемо вираз для про-
екції кількості руху виділеного об’єму рідини в початковий момент 
часу 1K mv  на вісь х: 
2
1 1 sin sin sinxK K mv v        . 
 
v  
N  
v  
α  
х  
Р и с у н о к  5 . 6  
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У момент часу 
2t    частинки цього об’єму рідини будуть мати швид-
кості, напрямлені уздовж стіни, тому проекція кількості руху 
2 0xK  , 
проекція імпульсу реакції N  на вісь х: 
NxS N   , а проекція імпульсу 
сили ваги дорівнює нулю. Використаємо перше рівняння (5.18), з якого 
отримаємо: 
2 1x x NxK K S     або   
2 sinv N      , 
звідки визначимо модуль реакції стіни 2 sinN v   . Шукана сила 
тиску рідини нарямлена протилежно реакції N  і дорівнює їй за вели-
чиною. 
 
 5.7. Теорема про рух центру мас механічної системи 
 
 Перетворимо рівність (5.14), підставивши кількість руху сис-
теми у вигляді (5.3): 
 
1
N
e
C j
j
d
mv F
dt 
 . 
Враховуючи, що маса системи стала, отримаємо: 
1
N
eC
j
j
dv
m F
dt 
  
або 
1
N
e e
C j
j
ma F R

  .                                     (5.22) 
Порівнюючи це рівняння з основним рівнянням динаміки точки (1.2), 
приходимо до наступного формулювання теореми про рух центру 
мас. Центр мас механічної системи рухається як матеріальна точка, 
в якій зосереджена вся маса системи і до якої прикладені всі зовнішні 
сили, що діють на систему. 
 Спроектуємо рівняння (5.22) на осі нерухомої декартової сис-
теми координат і отримаємо диференціальні рівняння руху центру мас: 
; ;e e eC x C y C zmx R my R mz R   .                       (5.23) 
 Сформулюємо наслідки з теореми: 
 1) внутрішні сили не впливають безпосередньо на рух центру 
мас системи, але можуть надавати непрямий вплив через зовнішні сили 
(див. зауваження, наведене в першому наслідку підрозділу 5.5); 
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 2) якщо головний вектор зовнішніх сил, що діють на систему, 
на даному інтервалі часу дорівнює нулю, то центр мас системи 
знаходиться у спокої або рухається рівномірно і прямолінійно. 
Покладемо в рівнянні (5.22) 0eR  , тоді прискорення центру 
мас 0Ca  , тобто його швидкість constCv  . При цьому, якщо почат-
кова швидкість центру мас 
0 0Cv  , то центр мас знаходиться у спокої, 
а якщо 
0 0Cv  , то центр мас рухається рівномірно і прямолінійно з 
цією швидкістю; 
 3) якщо проекція головного вектора зовнішніх сил системи на 
деяку нерухому вісь на даному інтервалі часу дорівнює нулю, то 
проекція швидкості центру мас системи на цю вісь не змінюється. 
 Поклавши в 1-му рівнянні (5.23) 0exR  , отримаємо, що 
0C Cxx v  , тобто constCxv  . Якщо при цьому в початковий момент 
часу проекція швидкості центру мас 
0 0Cxv  , то 
0, constCx C Cv x x   , тобто центр мас не рухається уздовж осі х. 
Зупинимося на цьому випадку докладніше. Припустимо, що в по-
чатковий момент часу 
0t  абсциси точок системи дорівнювали 
10 20 0, ,..., Nx x x , а в момент часу 0 Δt t  стали рівні 
10 1 20 2 0Δ , Δ , ..., ΔN Nx x x x x x   . Оскільки в розглянутому випадку 
constCx  , з формул (4.3), що визначають координати центру мас, ви-
пливає: 
 0 0
1 1
1 1
Δ
N N
C j j j j j
j j
x m x m x x
m m 
    , 
звідки після перетворень отримаємо: 
1
Δ 0
N
j j
j
m x

 .                                        (5.24) 
 Продовжимо вивчення руху системи, розглянутої в другому 
прикладі підрозділу 5.5. 
Приклад 5. Визначити переміщення Δ клина В за той час, 
протягом якого вантаж А, рухаючись по похилій площині, проходить 
уздовж неї відстань l. 
 Як вже було показано, при русі вантажу А вниз по похилій 
площині клин В переміщується вліво (рис 5.7, де вгорі показано 
початкове, а внизу – кінцеве положення системи). Проекція головного 
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вектора зовнішніх сил системи на вісь х дорівнює нулю і спочатку 
система була нерухома. Таким чином, проекція початкової швидкості 
центру мас 
0 0Cxv  , отже при русі системи координата Cx  не 
змінюється і виконується співвідношення (5.24). У цьому співвідно-
шенні Δ jx  – прирости координат центрів мас тіл А і В, які вимірю-
ються в нерухомій системі координат: 
Δ cos ΔAx l  , Δ ΔBx   . 
 
Δ 
l 
А 
х 
В 
α 
Bm g  
Am g  
N  
α 
х 
А 
В 
Рисунок 5.7 
Рівняння (5.24) тепер прийме наступний вигляд: 
Δ Δ 0A A B Bm x m x     або    cos Δ Δ 0A Bm l m   , 
звідки отримаємо: 
cos
Δ = A
A B
m l
m m


. 
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 Зафіксуємо клин В, поставивши упор D, і визначимо реакцію 
упору 
DX , що діє на клин (рис. 5.8). Оскільки клин тепер не має 
можливості переміщатися, центр мас системи при русі вантажу А буде 
змінювати своє положення. Запишемо рівняння руху центру мас 
системи в проекціях на вісь х: 
C Dmx X ,                                         (5.25) 
де 
A Bm m m  . 
З формул (4.3) отримаємо: 
C A A B Bmx m x m x  . 
Двічі диференціюючи цю рівність, запишемо: 
C A A B Bmx m x m x  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Але constBx  , звідки 0Bx  ; A Axx a , де Aa  – прискорення вантажу, 
яке визначимо, записавши рівняння руху вантажу в проекціях на вісь 
1x  (рис. 5.9): sinA A Am a m g  .  
З цього рівняння отримаємо: 
sin ; cos sin cos .A Ax Aa g a a g      
 
Остаточно з рівняння (5.25) знайдемо: 
D C A A A AxX mx m x m a     
=
1
sin cos = sin 2
2
A Am g m g   . 
 
 
Р и с у н о к  5 . 9  
AN  
1x  
А  
Aa  
α  
Am g
 
α  
 
DX  
D 
Bm g  
Am g  
N  
α 
х 
А 
В 
Рисунок 5.8 
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Питання для самоконтролю 
 
1. Які існують міри механічного руху і міри дії сили? 
2. Як визначити кількість руху матеріальної точки і механічної 
системи? 
3. Як визначити елементарний імпульс сили та імпульс сили за 
кінцевий інтервал часу? 
4. Сформулюйте теореми про зміну кількості руху 
матеріальної точки і механічної системи. 
5. Сформулюйте теорему Ейлера.  
6. Сформулюйте теорему про рух центру мас механічної 
системи. 
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Лекція 6. ТЕОРЕМА ПРО ЗМІНУ КІНЕТИЧНОГО МОМЕНТУ 
 
6.1. Кінетичний момент матеріальної точки і механічної 
системи 
 
 Кінетичний момент матеріальної точки М відносно нерухо-
мого центру О – це величина, що дорівнює векторному добутку радіу-
са-вектора цієї точки, проведеного з центру О, на її кількість руху (рис. 
6.1): 
Ol r mv  .                                           (6.1) 
Векторний добуток в 
правій частині (6.1) 
являє собою момент 
вектора mv відносно 
центру О, звідси друга 
назва вектора 
Ol  – мо-
мент кількості руху, 
 O Ol M mv .    (6.2) 
Вектор 
Ol  напрямле-
ний перпендикулярно 
площині, що прохо-
дить через вектор mv  і 
центр О, в той бік, зві-
дки вектор mv  видно 
напрямленим проти годинникової стрілки відносно цього центру. Його 
модуль: 
Ol mvh ,                                             (6.3) 
де h – плече вектора mv  відносно центру О. 
 Одиниця виміру кінетичного моменту в системі СІ– 1 кг·м2/с. 
 Кінетичний момент матеріальної точки відносно нерухомої 
осі дорівнює проекції на цю вісь кінетичного моменту точки відносно 
будь-якого центру, обраного на даній осі (див. рис. 6.1): 
cosz Ol l  .                                            (6.4) 
Визначення кінетичного моменту відносно осі аналогічно обчисленню 
відповідного моменту сили – спроектуємо вектор mv  на площину, пер-
 
Рисунок 6.1 
1mv  
Ol  
h 
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пендикулярну осі, і визначимо алгебричний момент проекції відносно 
точки перетину осі і площини (див. рис. 6.1): 
  1 1z zl M mv mv h   .                                     (6.5) 
Кінетичний момент 0zl  , якщо, дивлячись з додатного напрямку осі z, 
бачимо вектор 
1mv  напрямленим проти годинникової стрілки відносно 
центру О. 
 Кінетичний момент (головний момент кількостей руху) меха-
нічної системи відносно нерухомого центру О дорівнює сумі кінетич-
них моментів всіх матеріальних точок системи відносно цього центру: 
1 1
N N
O jO j j j
j j
L l r m v
 
    .                                   (6.6) 
Аналогічно визначають кінетичний момент системи відносно нерухо-
мої осі: 
1
N
z jz
j
L l

 .                                              (6.7) 
 Визначимо кінетичний момент твердого тіла відносно нерухо-
мої осі обертання z (рис. 6.2). Позна-
чивши через 
jh  відстань від точки 
jM  до осі обертання, обчислимо кіне-
тичний момент точки відносно осі z 
2
jz j j j j z jl m v h m h   , 
а також кінетичний момент тіла 
2
1 1
N N
z jz z j j
j j
L l m h
 
    .       (6.8) 
За визначенням (див. підрозділ 4.3), 
отримана сума є моментом інерції тіла 
відносно осі z: 2
1
N
z j j
j
I m h

 , тому з виразу (6.8) отримаємо: 
z z zL I  .                                              (6.9) 
 Таким чином, кінетичний момент твердого тіла відносно осі 
обертання дорівнює добутку моменту інерції тіла відносно даної осі на 
проекцію його кутової швидкості на ту ж вісь. 
 
Рисунок 6.2 
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j jm v  
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6.2. Теорема про зміну кінетичного моменту матеріальної 
точки 
 
 Продиференціюємо за часом співвідношення (6.1) 
Odl dr dvmv r m v mv r ma
dt dt dt
        .                   (6.10) 
Врахуємо, що 0v mv   як векторний добуток колінеарних векторів, а  
відповідно до рівняння (1.2) 
1
n
k
k
ma F

 , і з рівності (6.10) отримаємо 
 
1 1 1
n n n
O
k k O k
k k k
dl
r F r F M F
dt   
       . 
 Таким чином, доведена наступна теорема. Похідна за часом 
від кінетичного моменту матеріальної точки відносно нерухомого 
центру дорівнює сумі моментів всіх сил, що діють на точку, відносно 
того ж центру: 
 
1
n
O
O k
k
dl
M F
dt 
 .                                   (6.11) 
 Розглянемо як приклад вико-
ристання даної теореми рух мате-
ріальної точки під дією центральної 
сили, тобто сили, лінія дії якої постій-
но проходить через деяку точку, 
нерухому в даній інерціальній системі 
відліку. Нехай лінія дії центральної 
сили весь час проходить через 
нерухому точку О (рис. 6.3), тоді 
  0OM F   і зі співвідношення (6.11) 
випливає, що 
  0O O
dl
M F
dt
  . 
 
Ol  
mv  
F  
О 
М 
Рисунок 6.3 
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Таким чином, constOl  , а тому площина, що проходить через вектор 
mv  і центр О, не змінює свого положення і траєкторія точки є плоскою 
кривою. 
 
6.3. Теорема про зміну кінетичного моменту механічної 
системи 
 
 Розглянемо систему, що складається з N матеріальних точок, і 
запишемо для кожної з них співвідношення (6.11) 
    , 1,jO e iO j O j
dl
M F M F j N
dt
   , 
де, як уже зазначалося, ,e ij jF F  – рівнодійні всіх зовнішніх і внутрішніх 
сил, прикладених до j-ї точки системи. 
 Складемо почленно отримані рівняння: 
   
1 1 1
N N N
jO e i
O j O j
j j j
dl
M F M F
dt  
    .                        (6.12) 
З другої властивості внутрішніх сил випливає, що  
1
0
N
i
O j
j
M F

 . Пе-
ретворюючи ліву частину рівняння (6.12) 
1 1
N N
jO O
jO
j j
dl dLd
l
dt dt dt 
   , 
отримаємо з нього 
 
1
N
e eO
O j O
j
dL
M F M
dt 
  ,                                (6.13) 
де eOM  – головний момент зовнішніх сил системи відносно центру О. 
 Отже, доведена наступна теорема. Похідна за часом від кіне-
тичного моменту механічної системи відносно нерухомого центру 
дорівнює головному моменту зовнішніх сил системи відносно того ж 
центру. 
 Векторному рівнянню (6.13) відповідають три рівняння в про-
екціях на осі координат: 
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; ;
ye e ex z
x y z
dLdL dL
M M M
dt dt dt
   ,                      (6.14) 
де , ,e e ex y zM M M  – головні моменти зовнішніх сил відносно осей x, y, z. 
Слід зазначити, що рівняння виду (6.14) рекомендується викорис-
товувати при розгляді системи, до складу якої входить тіло, що обер-
тається навколо нерухомої осі. Тоді, поєднуючи одну з координатних 
осей з віссю обертання, одержимо рівняння, що не містить невідомих 
реакцій опор обертового тіла. 
 Приклад 1. Вантаж А, спускаючись по гладкій похилій пло-
щині, приводить в обертання барабан В за допомогою намотаного на 
нього тросу (рис. 
6.4). 
 Визначити 
залежність кутової 
швидкості барабана 
від часу, якщо відо-
мі маса вантажу 
Am , 
момент інерції бара-
бана 
zI  відносно йо-
го осі обертання z, 
радіус барабана r і 
кут нахилу α пло-
щини до горизонту. 
Масою троса знехтувати і врахувати, що в початковий момент часу 
система перебувала в стані спокою. 
 На систему, що складається з вантажу А і барабана В, діють 
зовнішні сили: сила ваги вантажу AG  і сила ваги барабана BG , норма-
льна реакція похилої площини AN  і реакція осі барабана BN . Напра-
вимо вісь z вздовж осі обертання барабана до нас і використаємо третє 
рівняння системи (6.14): 
ez
z
dL
M
dt
 .                                         (6.15) 
Кінетичний момент системи відносно осі z дорівнює сумі кінетичних 
моментів вантажу і барабану. Вважаючи вантаж, що рухається посту-
пально, матеріальною точкою, отримаємо: 
 z zA zB z A A z z A A z zL L L M m v I m v r I        . 
 
A Am v  
α  
BG  
BN  
AN  
AG  
AG  
AG  
α  
Р и с у н о к  6 . 4  
A  
x  
r  B  
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Оскільки 
A Ax zv v r   , остаточно запишемо: 
 2z A z zL m r I   .                                    (6.16) 
 Для визначення головного моменту зовнішніх сил відносно осі 
z розкладемо силу 
AG  на складові AG  і AG , що напрямлені уздовж 
похилої площини і по нормалі до неї. Сили 
AG  і AN  рівні за модулем і 
напрямлені уздовж однієї прямої в протилежні боки, тому сума їх мо-
ментів відносно осі z дорівнює нулю. Сили 
BG  і BN  не мають момен-
тів відносно осі z, тому що їх лінії дії перетинають цю вісь. Таким чи-
ном, головний момент зовнішніх сил відносно осі z 
  sin sinez z A A A AM M G G r G r m gr       .            (6.17) 
Тепер підставимо (6.16) і (6.17) в рівняння (6.15): 
 2 sinzA z A
d
m r I m gr
dt

   , 
звідки отримаємо 
2
sinA
z
A z
m gr
d dt
m r I

 

. 
Проінтегруємо це диференціальне рівняння, враховуючи границі зміни 
величин: 
2
0 0
sinz
t
A
z
A z
m gr
d dt
m r I


 
 
; 
2
sinA
z
A z
m gr
t
m r I

 

. 
 Сформулюємо наслідки з цієї теореми: 
 1) внутрішні сили не впливають безпосередньо на зміну кіне-
тичного моменту механічної системи, а їх непрямий вплив здійснюєть-
ся через зовнішні сили (див. зауваження в підрозділі 5.5); 
2) якщо головний момент зовнішніх сил відносно деякого не-
рухомого центру на розглядуваному проміжку часу дорівнює нулю, то 
кінетичний момент системи відносно цього центру залишається ста-
лим. Поклавши в рівнянні (6.13) 0eOM  , отримаємо, що 
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0O
dL
dt
    і   constOL  ; 
 3) якщо головний момент зовнішніх сил відносно деякої неру-
хомої осі на розглядуваному проміжку часу дорівнює нулю, то кінети-
чний момент системи відносно цієї осі залишається сталим. Дійсно, 
якщо 0exM  , то з першого рівняння (6.14) отримаємо 0
xdL
dt
  і 
constxL  . 
 Другий і третій наслідки виражають закон збереження кінети-
чного моменту механічної системи. 
Приклад 2. У точці D ободу однорідного диску 1, що оберта-
ється навколо нерухомої вертикальної осі з кутовою швидкістю 
0 , 
знаходиться точковий вантаж 2, маса якого в два рази менше маси дис-
ку (рис. 6.5а.). У деякий момент часу вантаж, який є самохідним меха-
нізмом, починає рухатися по хорді DЕ. Радіус диску дорівнює r, СО = 
=0,5r. 
Визначити кутову швидкість диску 
1  при проходженні ван-
тажу через середину хорди О, якщо в цей момент швидкість вантажу 
відносно диску дорівнює 
rv  (рис. 6.5б). Силами опору знехтувати. 
Розглянемо систему, що складається з диску 1 і вантажу 2. На 
неї діють зовнішні сили: сила ваги диску 
1G , сила ваги вантажу 2G  і 
складові реакцій опор , ,A AX Y , ,A B BZ X Y . Моменти всіх цих сил від-
носно осі z дорівнюють нулю, тому головний момент зовнішніх сил 
0ezM   і кінетичний момент системи відносно осі z не змінюється, 
тобто constzL  . Отже, п кz zL L , де п к,z zL L  – початковий і кінцевий 
кінетичні моменти системи, які відповідають положенням вантажу в 
точках D і O. 
У початковий момент часу диск і вантаж являють собою одне тіло, що 
обертається навколо осі z, тому 
п п 0z zL I  ; 
   
2 2
1 2 2 2 21 1 1
п 2 1
2 2 2
z z z
m r m r m
I I I m r r m r       ; 
2
п 1 0zL m r  .                                          (6.18) 
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У кінцевий момент часу кінетичний момент системи дорівнює сумі 
кінетичних моментів диску і вантажу: 
       1 2 1к к к 1 2z z z z z aL L L I M m v     ,                      (6.19) 
де 
av  – абсолютна швидкість вантажу, a r ev v v  . Відносна rv  і пере-
носна 
ev  швидкості вантажу в точці О напрямлені уздовж хорди DE, 
1 0,5ev r   ; 
     
   
2 2 2 2 2
1
1 1 1
0,5 0,5
0,5 0,5 0,25 0,5 .
2
z a z r z e r e
r r
M m v M m v M m v m v r m v r
m
r v r m r v r
      
     
 
З рівності (6.19) випливає, що 
 
2
21
к 1 1 1 1 1 10,25 0,5 0,625 0,25
2
z r r
m r
L m r v r m r m rv        .   (6.20) 
Прирівнюючи праві частини рівностей (6.18) і (6.20) 
2 2
1 0 1 1 10,625 0,25 rm r m r m rv    , 
отримаємо: 1 01,6 0,4
rv
r
    . 
 
 6.4. Диференціальне рівняння обертального руху твердого 
тіла 
 
 Розглянемо тіло, що обертається навколо нерухомої осі z з ку-
товою швидкістю ω. На нього діють система зовнішніх сил (
1 ,...,
e e
nF F ) 
і реакції опор ,A BR R  (рис. 6.6). Щоб виключити з розгляду невідомі 
реакції ,A BR R , запишемо третєе рівняння системи (6.14): 
 
1
n
e ez
z k z
k
dL
M F M
dt 
  .                                 (6.21) 
Оскільки відповідно до формули (6.9) z z zL I  , з рівняння (6.21) 
отримаємо: 
                                                  
ez
z z
d
I M
dt

                                          (6.22)  
або 
                                                    
e
z zI M  ,                                           (6.23)  
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де φ – кут повороту тіла. 
 Порівнюючи останнє рівняння з диференціальними рівняння-
ми руху центру мас (5.23), 
які застосовують для опису 
поступального руху тіла, 
приходимо до висновку про 
аналогічність структур цих 
рівнянь. Оскільки маса ха-
рактеризує інертність тіла, 
що здійснює поступальний 
рух, момент інерції 
zI  є мі-
рою інертності тіла, що обе-
ртається навколо нерухомої 
осі. 
 Розглянемо як приклад рух фізич-
ного маятника, тобто тіла, що має горизон-
тальну вісь обертання, яка не проходить 
через центр мас тіла С (рис. 6.7). Позначи-
мо через G  силу ваги фізичного маятника, 
ON  – реакцію його осі, h – відстань від осі 
обертання до центра мас тіла. Поєднаємо вісь z з віссю обертання тіла і 
запишемо диференціальне рівняння обертального руху: 
sinzI Gh     
або 
sin 0
z
Gh
I
    ,                                     (6.24) 
де zI  – момент інерції фізичного маятника відносно осі обертання. 
 Розглянемо малі коливання, при яких sin   . Рівняння (6.24) 
набуде вигляду: 
 
e
nF  
2
eF  
1
eF  
BR  
AR  ω 
A 
z 
В 
Рисунок 6.6 
 
C 
O 
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Рисунок 6.7 
 65 
0
z
Gh
I
     
або 
2 0k    ,                                          (6.25) 
де 2
z
Gh
k
I
 . Отримане рівняння збігається з рівнянням (2.2), що описує 
вільні коливання матеріальної точки в середовищі без опору. Таким 
чином, малі вільні коливання фізичного маятника є гармонійними 
 sinA kt   , 
де сталі А і α визначають з початкових умов, а період цих коливань 
знаходять за формулою 
2
2 z
I
T
k Gh

   . 
 
Питання для самоконтролю 
 
 1. Як визначити кінетичний момент матеріальної точки і меха-
нічної системи? 
2. Чому дорівнює кінетичний момент твердого тіла відносно 
нерухомої осі обертання? 
3. Як сформулювати теореми про зміну кінетичного моменту 
матеріальної точки і механічної системи? 
4. Як сформулювати закон збереження кінетичного моменту 
механічної системи? 
5. Як записати диференціальне рівняння обертального руху 
твердого тіла? 
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Лекція 7. ТЕОРЕМА ПРО ЗМІНУ КІНЕТИЧНОЇ ЕНЕРГІЇ 
 
7.1. Кінетична енергія матеріальної точки і механічної 
системи 
 
 Розглянуті в лекціях 5 і 6 міри механічного руху – кількість 
руху і кінетичний момент – не описують рух системи, що відбувається 
під дією внутрішніх сил. Наведемо як приклад систему, що складається 
з двох однакових куль, з’єднаних пружиною (рис. 7.1). 
 
Рисунок 7.1 
2 1 
1mv  2mv  
2r  1r  
О 
 
 Стиснемо пружину і відпустимо кулі без початкової швидкос-
ті, помістивши їх на гладку горизонтальну площину. Під дією внутрі-
шніх сил (сил пружності пружини) кулі будуть здійснювати коливаль-
ний рух, причому в будь-який момент часу їх швидкості будуть рівні за 
величиною і протилежні за напрямком  2 1v v  . Кількість руху і кі-
нетичний момент цієї системи відносно довільної нерухомої точки О 
тотожно дорівнюють нулю і не відображають рух системи: 
1 2 0К mv mv   ; 
   1 2 0O O OL M mv M mv   . 
Цього недоліку не має розглядувана в даній лекції динамічна характе-
ристика – кінетична енергія. 
 Кінетична енергія матеріальної точки – це скалярна міра ме-
ханічного руху, що дорівнює половині добутку маси точки на квадрат 
її швидкості: 
21
2
T mv .                                               (7.1) 
Одиниця виміру кінетичної енергії в системі СІ – 1 Дж. 
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 Кінетична енергія механічної системи – це сума кінетичних 
енергій всіх матеріальних точок, що утворюють систему: 
2
1 2
N
j j
j
m v
T

 .                                              (7.2) 
Кінетична енергія є невід’ємною величиною, вона дорівнює нулю тіль-
ки в тому випадку, коли нерухомі всі точки системи. Однак і кінетична 
енергія не є універсальною мірою руху, оскільки, будучи величиною 
скалярною, вона не відображає напрямок руху. 
 
 7.2. Кінетична енергія твердого тіла 
 
 Отримаємо формули для визначення кінетичної енергії твердо-
го тіла в різних випадках його руху. 
 
 7.2.1. Поступальний рух 
 При цьому виді руху швидкості всіх точок тіла однакові 
jv v  
(рис. 7.2). З формули (7.2) випливає: 
2 2 2
1 12 2 2
N N
j j
j
j j
m v v mv
T m
 
    ,   (7.3) 
де m – маса тіла. 
 Таким чином, кінетична енергія 
твердого тіла, що рухається поступаль-
но, дорівнює половині добутку маси ті-
ла на квадрат його швидкості. 
 
 7.2.2. Обертальний рух 
 При обертанні твердого тіла навколо нерухомої осі з кутовою 
швидкістю ω швидкість точки jM  (рис. 7.3), що знаходиться на від-
стані jh  від осі обертання, j jv h  . З формули (7.2) отримаємо: 
2 2
2 2 2
1 1 1
1
2 2 2
N N N
j j
j j j j
j j j
m v
T m h m h
  

      . 
Тут 2
1
N
j j z
j
m h I

  – момент інерції тіла відносно осі обертання. 
 
1M  
2M  
jM  
v  
v  
v  
Р и с у н о к  7 . 2  
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 Тепер остаточно запишемо: 
21
2
zT I  ,               (7.4) 
тобто кінетична енергія тіла, що обе-
ртається навколо нерухомої осі, до-
рівнює половині добутку його моме-
нту інерції відносно осі обертання на 
квадрат кутової швидкості тіла. 
 
 7.2.3. Плоский рух 
 Нехай фігура рухається в 
площині xOy з кутовою швидкістю 
ω, а її миттєвий центр швидкостей 
(м.ц.ш.) знаходиться в точці Р (рис. 
7.4). Тоді швидкість точки 
jM , що 
знаходиться на відстані 
j  від 
м.ц.ш., буде дорівнювати 
j jv   . 
З формули (7.2) отримаємо: 
2 2
2 2 2
1 1 1
1
2 2 2
N N N
j j
j j j j
j j j
m v
T m m
  

        , 
де 2
1
P
N
j j z
j
m I

   – момент інерції тіла відносно осі Pz , що проходить 
через м.ц.ш. перпендикулярно площині руху. 
Таким чином, кінетична енергія тіла при його плоскому русі 
21
2 P
zT I  .                                            (7.5) 
Безпосереднє використання цієї формули ускладнене тим, що момент 
інерції 
Pz
I  в загальному випадку є змінною величиною. Це пов’язано зі 
зміною положення м.ц.ш. плоскої фігури в процесі її руху. 
Тому отримаємо інше співвідношення, що містить сталий мо-
мент інерції, для чого проведемо через центр мас С плоскої фігури вісь 
С Pz z  і використаємо формулу (4.12): 
 
 
jM  
z 
ω 
Рисунок 7.3 
jv  
jh  
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j  
Pz  
P 
O 
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ω 
Рисунок 7.4 
Cv  
Cz  
С 
jv  
jM  
C  
 
  
2
P Cz z C
I I m   .                                          (7.6) 
З формул (7.5) і (7.6) випливає: 
 2 2 2 2 2
1 1 1
2 2 2C C
z C C zT I m m I         . 
Вісь 
Cz  не змінює своє положення відносно тіла, тому момент інерції 
Cz
I  не змінюється. Враховуючи, що швид-
кість центру мас C Cv   , остаточно 
отримаємо: 
                
2 21 1
2 2 C
C zT mv I   .                (7.7) 
 Таким чином, кінетична енергія 
тіла, що здійснює плоский рух, дорівнює 
сумі кінетичної енергії поступального руху 
зі швидкістю центру мас і кінетичної енер-
гії обертального руху навколо осі, що про-
ходить через центр мас тіла перпендикуля-
рно площині руху. 
 Приклад 1. Визначити кінетичну 
енергію круглого однорідного циліндра, який котиться без ковзання по 
 
P 
Рисунок 7.5 
С 
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нерухомій площині (рис. 7.5). Маса циліндра дорівнює m, швидкість 
його центру мас 
Cv . Миттєвий центр швидкостей циліндра знаходить-
ся в точці P торкання циліндра і нерухомої площини, тому його кутова 
швидкість 
C Cv v
CP R
   . 
Момент інерції циліндра відносно поздовжньої осі 
2
2C
z
mR
I  . З фор-
мули (7.7) отримаємо: 
                                    
22
2 2
2
1 1 3
2 2 2 4
C
C C
vmR
T mv mv
R
     .                       (7.8) 
 
 7.3. Робота сили і її потужність 
 
 Для кількісного опису результату дії сили при переміщенні 
точки її прикладення використовують поняття роботи сили. Нехай то-
чка прикладення сили F  отримала елементарне переміщення dr  (рис. 
7.6). Елементарна робота сили – це скалярна міра її дії, що дорівнює 
скалярному добутку сили на елементарне 
переміщення точки її прикладення:  
d A F dr   .                         (7.9) 
Штрих в позначенні елементарної роботи 
використовують у зв’язку з тим, що вона в 
загальному випадку не є повним диференці-
алом деякої функції координат точки при-
кладення сили. 
 Одиниця виміру роботи в системі СІ – 1 Н м  = 1 Дж. 
 Введемо в розгляд швидкість v  точки прикладення сили F  і 
позначимо через α кут між векторами F  і dr . Тоді, враховуючи, що 
dr vdt , з рівності (7.9) отримаємо 
cos cosd A Fdr Fv dt     .                           (7.10) 
 
dr  
F  
α 
М 
Рисунок 7.6 
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Таким чином, елементарна робота сили при 0F   і 0v   в залежності 
від кута α може бути як додатною 0
2
 
  
 
, так і від’ємною 
2
 
  
 
, а також рівною нулю 
2
 
  
 
. 
 Позначимо проекції сили F  на координатні осі x, y, z через 
, ,x y zF F F , а проекції вектора елементарного переміщення dr  на ті ж 
осі – через , ,dx dy dz , тоді елементарна робота 
x y zd A F dx F dy F dz    .                                 (7.11) 
 Тепер розглянемо кінцеве пере-
міщення точки прикладення сили, при 
якому вона рухається по дузі 
1 2M M  (рис. 
7.7), і будемо вважати, що сила залежить 
тільки від координат цієї точки. Робота 
сили на переміщенні 
1 2M M  буде дорів-
нювати криволінійному інтегралу від 
елементарної роботи: 
 
2
1
M
x y z
M
A F dx F dy F dz   .                            (7.12) 
 Якщо відомий закон руху точки 
     , ,x x t y y t z z t   , 
то, замінюючи в рівнянні (7.12) проекції сили , ,x y zF F F  відомими фун-
кціями часу      , ,x y zF t F t F t  і враховуючи, що 
, ,dx xdt dy ydt dz zdt   , 
приходимо до визначеного інтегралу 
               
2 2
1 1
t t
x y z
t t
A F t x t F t y t F t z t dt F t v t dt        ,      (7.13) 
 
F  
1M  
2M  М  
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де 
1t  і 2t  – моменти проходження точки прикладення сили через точки 
1M  і 2M . 
 Потужність сили визначимо як швидкість зміни роботи в да-
ний момент часу: 
Δ 0
Δ
lim cos
Δt
A d A
N Fv F v
t dt

      ,                     (7.14) 
тобто потужність сили – це величина, що дорівнює скалярному добут-
ку сили на швидкість точки її прикладення. Тепер формулу (7.13) мож-
на переписати у вигляді: 
 
2
1
t
t
A N t dt  .                                          (7.15) 
 Одиниця виміру потужності в системі СІ – 1 Вт = 1 Дж/с. 
 
 7.4. Визначення робіт деяких сил 
 
 7.4.1. Робота сили ваги 
 Припустимо, що центр мас С деякого тіла переміщується з по-
ложення 
1C  в положення 2C  (рис. 7.8), причому розміри самого тіла і 
траєкторії 1 2C C  малі в порівнянні з радіусом Землі і тіло рухається по-
близу її поверхні. У цьому випадку модуль і напрямок рівнодійної сил 
ваги G  сталі, а центр мас збігається з центром ваги. 
 Введемо координатну систему Oxyz, направивши вісь z верти-
кально вгору. Проекції сили ваги на осі x, y, z дорівнюють 
0, 0,x y zG G G G mg      , 
а її елементарну роботу визначимо за формулою (7.11) 
zd A G dz mgdz    , 
звідки отримаємо повну роботу 
   
2
1
1 2
z
z
A mgdz mg z z     . 
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Позначивши вертикальне 
переміщення центру ваги 
через 
1 2h z z  , знайде-
мо 
             A mgh  ,     (7.16) 
де знак «плюс» відповідає 
переміщенню центру ваги 
униз  1 2z z , а знак «мі-
нус» – переміщенню вгору 
 1 2z z . Якщо початкове і 
кінцеве положення центру ваги знаходяться на одній горизонтальній 
площині  1 2z z , то робота сили ваги дорівнює нулю. 
 Таким чином, робота сили ваги не залежить від виду траєкторії 
центру ваги тіла і визначається тільки його вертикальним переміщен-
ням. 
 
 7.4.2. Робота сили пружності 
 Нехай вантаж М, з’єднаний з пружиною, інший кінець якої за-
кріплений нерухомо (рис. 7.9), переміщається з положення 
1M  в поло-
ження 
2M  уздовж осі пружини, по якій направимо вісь х. За початок 
координат приймемо положення кінця недеформованої пружини, тоді 
координата х дорівнює деформації пружини. 
 Рисунок 7.9 
F  1M  2M  
2x  
1x  
x 
y 
x 
M O 
На вантаж діє сила пружності пружини F , її проекції на коор-
динатні осі: , 0, 0x y zF cx F F    , де с – жорсткість пружини. Еле-
ментарна робота сили пружності відповідно до формули (7.11) 
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xd A F dx cxdx    , 
повна робота на розглядуваному переміщенні 
   
2
1
2 2
1 2
2
x
x
c
A cx dx x x    ,                                (7.17) 
де 
1 2,x x  – початкова та кінцева деформації пружини. 
 З отриманої формули випливає, що робота сили пружності до-
датна, якщо початкова деформація більше кінцевої за модулем, і 
від’ємна в іншому випадку. Вона залежить тільки від початкового і 
кінцевого положень вантажу М. 
 
 7.4.3. Робота сили, прикладеної до твердого тіла, що оберта-
ється навколо нерухомої осі 
 Нехай до точки М 
твердого тіла, що оберта-
ється навколо нерухомої 
осі Oz з кутовою швидкіс-
тю  , прикладена сила F  
(рис. 7.10). Елементарна 
робота цієї сили: 
d A F dr F vdt     .(7.18) 
Введемо радіус-вектор r  
точки М відносно точки 
О, що лежить на осі обер-
тання, тоді швидкість точ-
ки М можна визначити за 
формулою Ейлера 
v r  . 
Перетворимо формулу 
(7.18), використовуючи 
властивість мішаного до-
бутку векторів: 
   d A F r dt r F dt       . 
Але добуток  Or F M F  – це момент сили F  відносно точки О, 
тому 
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 Od A M F dt     cosOM F dt  . 
Врахуємо, що    cosO zM F M F  – момент сили F  відносно осі z, а 
dt d    – елементарний кут повороту тіла, тоді отримаємо 
                                                zd A M F d   .                                    (7.19) 
Таким чином, елементарна робота дорівнює добутку моменту 
сили відносно осі обертання на елементарний кут повороту тіла. Робо-
та сили F  на кінцевому переміщенні тіла 
 
2
1
zA M F d


  .                                     (7.20) 
Якщо   constzM F  , то 
  2 1zA M F   ,                                   (7.21) 
тобто робота дорівнює добутку моменту сили відносно осі обертання 
на кут повороту тіла. 
 
 7.4.4. Робота сталої сили 
 Розглянемо переміщення 
точки прикладення сталої сили F  по 
дузі 1 2M M  (рис. 7.11). Радіуси-
вектори 
1r  і 2r  визначають початок і 
кінець траєкторії відносно нерухомої 
точки О. 
Для визначення роботи сили 
F  використаємо формулу (7.13), де 
покладемо 
dr
v
dt
 , 
 
 
2 2
1 1
t t
t t
dr dr
A F dt F dt
dt dt
       2 1F r r  . 
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Враховуючи, що 
2 1 Δr r r  , остаточно отримаємо: 
Δ Δ cosA F r F r    ,                                  (7.21) 
тобто для сталої сили робота обчислюється так само, як і при прямолі-
нійному переміщенні точки її прикладення уздовж хорди, що стягує 
дугу 
1 2M M . 
 
 7.4.5. Робота внутрішніх сил твердого тіла 
 Розглянемо точки 
1M  і 2M  твердого тіла, які діють одна на 
одну з силами 
1
iF  і 2
iF  (рис. 7.12), причому за законом рівності дії і 
протидії 
2 1
i iF F  . 
Нехай точки 
1M  і 2M  отримали елементарні переміщення 1dr  
і 
2dr . Обчислимо суму елементарних робіт: 
1 1 2 2 1 1 1 2
i i i i id A F dr F dr F v dt F v dt           
 1 1 1 2 1 1 2cos cos cos cos
i i iF v dt F v dt F v v dt       , 
де 
1 2,v v  – швидкості точок 1M  і 2M . 
 
Рисунок 7.12 
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 Відповідно до теореми про проекції швидкостей двох точок 
твердого тіла 1 2cos cosv v    і 0
id A  . Врахуємо, що кожній внут-
рішній силі відповідає інша сила, рівна їй за модулем і протилежна за 
напрямком, тоді сума елементарних робіт всіх внутрішніх сил дорів-
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нює нулю. Скінченне переміщення тіла складається з його елементар-
них переміщень і тому сума робіт всіх внутрішніх сил твердого тіла на 
будь-якому його переміщенні дорівнює нулю: 
1
0
N
i i
j
j
A A

  . 
 7.4.6. Робота сил опору коченню 
 Розглянемо циліндричний коток, який рухається по горизон-
тальній площині без ковзання (рис. 7.13). Виникнення опору коченню 
пов’язано з деформаціями дотичних поверхонь, через що лінія дії нор-
мальної складової N  рівнодійної реактивних сил виявляється зміще-
ною у бік руху котка на деяку відстань δ від лінії дії сили ваги G . Сили 
( N , G ) утворюють пару сил опору коченню. Момент цієї пари нази-
вають моментом опору коченню. Його модуль дорівнює добутку моду-
ля нормальної реакції на плече пари δ, зване коефіцієнтом тертя ко-
чення 
CM N  .                                              (7.22) 
Цей коефіцієнт вимірюється в одиницях довжини. 
 Нехай центр котка отримав елементарне переміщення CdS , 
тоді коток повернувся на кут C
dS
d
R
   і елементарна робота пари сил 
опору коченню 
C
C
dS
d A M d N
R
       .                           (7.23) 
При скінченному переміщенні центру котка на відстань 
CS  робота сил 
опору коченню 
CSA N
R
   .                                         (7.24) 
Елементарна робота горизонтальної складової рівнодійної реа-
ктивних сил (сили зчеплення зчF ), яку можна вважати прикладеною в 
миттєвому центрі швидкостей котка Р, дорівнює нулю, тому що швид-
кість цієї точки 0Pv   і її елементарне переміщення 0P PdS v dt  . 
Оскільки повна робота дорівнює сумі елементарних робіт, приходимо 
до наступного висновку: сила зчеплення в розглянутому випадку ко-
чення без ковзання роботу не виконує. 
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 7.5. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної  
точки 
 
 Розглянемо матеріальну точку, що рухається під дією системи 
сил 
1( ,..., )nF F , і запишемо для неї основне рівняння динаміки (1.2): 
1
n
k
k
ma F

 . 
Помножимо скалярно обидві частини цієї рівності на вектор елемента-
рного переміщення точки dr  
1
n
k
k
ma dr F dr

   .                                   (7.25) 
Перетворимо ліву частину отриманого рівняння: 
2
2
dv mv
ma dr m vdt mv dv d dT
dt
 
       
 
. 
Враховуючи, що в правій частині рівняння (7.25) добутки k kF dr  яв-
ляють собою елементарні роботи сил 
kd A , отримаємо: 
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1
n
k
k
dT d A

 . 
Розділимо цю рівність на величину dt  і з урахуванням (7.14) запишемо 
1
n
k
k
dT
N
dt 
 .                                          (7.26) 
 Співвідношення (7.26) дозволяє сформулювати теорему про 
зміну кінетичної енергії в диференціальній формі. Похідна за часом 
від кінетичної енергії матеріальної точки дорівнює сумі потужностей 
всіх діючих на неї сил. 
 Інтегруючи рівність (7.26), отримаємо: 
2 1
1
n
k
k
T T A

  ,                                         (7.27) 
де 
2 1,T T  – значення кінетичної енергії в кінцевому і початковому по-
ложеннях точки. Таким чином, доведено теорему про зміну кінетич-
ної енергії в інтегральній формі. Зміна кінетичної енергії матеріальної 
точки на деякому її переміщенні дорівнює сумі робіт всіх діючих на 
точку сил на тому ж переміщенні. 
 Приклад 2. Вантаж В масою m, прикріплений до кінця неде-
формованої пружини жорсткістю c, отримавши початкову швидкість 
1v , рухається вгору по похилій площині, що утворює кут α з горизон-
том (рис. 7.14, а). Визначити початкову швидкість вантажу, якщо мак-
симальна деформація пружини дорівнює S, а коефіцієнт тертя дорівнює 
f. 
 Приймемо вантаж за матеріальну точку і покажемо діючі на 
нього сили: силу ваги G , нормальну реакцію площини N , силу тертя 
трF  і силу пружності пружини F  (рис. 7.14, б). Розглянемо зміну кіне-
тичної енергії вантажу на переміщенні 1 2B B , що дорівнює максималь-
ній деформації пружини. У відповідності з рівнянням (7.27) отримає-
мо: 
тр
2 2
2 1
2 2
G N F F
mv mv
A A A A     ,                        (7.28) 
де кінцева швидкість вантажу 2 0v  , а роботи сил визначимо за фор-
мулами (7.16), (7.21) і (7.17): 
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α 
G  
трF  
F  
A 
1v  
2 0v   
2B  
1B  
α 
h 
S 
a 
б 
N  
Рисунок 7.14 
  
sinGA mgh mgS     ; 
cos 0
2
NA NS

  ; 
тр тр тр
cos cosFA F S F S fNS fmg S         ; 
 2 21 2
2
F
c
A x x  , 
де 
1 2,x x  – початкова та кінцева деформації пружини. Оскільки 
1 20,x x S  , отримаємо, що 
2
2
F
c
A S  . Тепер з рівняння (7.28) ви-
значимо початкову швидкість вантажу: 
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2
21 sin cos
2 2
mv c
mgS fmgS S     ; 
 
2
1 2 sin cos
cS
v gS f
m
    . 
 
 7.6. Теорема про зміну кінетичної енергії механічної 
 системи 
 
 Розглянемо деяке переміщення системи, що складається з N 
матеріальних точок, і запишемо для кожної з них співвідношення 
(7.27): 
2 1 , 1,
e i
j j j jT T A A j N    ,                             (7.29) 
де ,e ij jA A  – суми робіт зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на j-у точ-
ку системи. Складемо почленно рівняння (7.29): 
2 1
1 1 1 1
N N N N
e i
j j j j
j j j j
T T A A
   
      .                             (7.30) 
Враховуючи, що 
1 1 2 2
1 1
, ,
N N
j j
j j
T T T T
 
    
де 
1T  і 2T  – значення кінетичної енергії системи в початковому і кінце-
вому положеннях, з рівності (7.30) отримаємо: 
2 1
1 1
N N
e i
j j
j j
T T A A
 
    .                                (7.31) 
Це рівняння виражає теорему про зміну кінетичної енергії системи в 
інтегральній формі. Зміна кінетичної енергії механічної системи на 
деякому її переміщенні дорівнює сумі робіт всіх зовнішніх і внутрішніх 
сил, що діють на точки системи, на тому ж переміщенні. 
 Покладемо в рівнянні (7.31) 2T T , де Т – кінетична енергія 
системи в поточному положенні, і продиференціюємо його за часом. 
Тоді, враховуючи (7.15), де 2t t , отримаємо: 
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1 1
N N
e i
j j
j j
dT
N N
dt  
   .                                  (7.32) 
Таким чином, отримана диференціальна форма теореми. Похідна за 
часом від кінетичної енергії системи дорівнює сумі потужностей всіх 
зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на точки системи. 
 Співвідношення (7.31) і (7.32), на відміну від раніше розгляну-
тих загальних теорем динаміки, описують залежність зміни кінетичної 
енергії від внутрішніх сил. Однак найчастіше механічні системи моде-
люють твердими тілами, з’єднаними між собою за допомогою внутрі-
шніх в’язей. Ці в’язі реалізуються у вигляді шарнірів без тертя, гнуч-
ких нерозтяжних ниток або здійснюються за рахунок відносного ко-
чення без проковзування. Такі системи називають незмінними. Сума 
робіт (і потужностей) внутрішніх сил незмінної системи дорівнює ну-
лю, а співвідношення (7.31) і (7.32) приймають вигляд: 
2 1
1
N
e
j
j
T T A

  ;                                              (7.33) 
1
N
e
j
j
dT
N
dt 
 .                                                (7.34) 
 Приклад 3. Механізм, розташований у вертикальній площині, 
починає рух зі стану спокою під дією сил ваги (положення зліва, рис. 
7.15). Вантаж 1, опускаючись вниз, приводить в рух шків 2 і шарнірно 
з ним пов’язаний шатун 3, а повзун 4 рухається уздовж вертикальних 
напрямних. 
Визначити швидкість 
1v  вантажу 1 в момент, коли шків повер-
нувся на кут π рад (положення праворуч, рис. 7.15), вважаючи шків 
однорідним циліндром радіусом R, а шатун – однорідним стержнем; 
 r = 0,5 R. Маси тіл прийняти наступними: 1 2 3 ,m m m m   4 0,5m m . 
Опором руху знехтувати. 
Система складається з твердих тіл, з’єднаних шарнірами без 
тертя і гнучким нерозтяжним тросом, масою якого нехтуємо, тому су-
ма робіт внутрішніх сил дорівнює нулю. Рух системи починається із 
стану спокою, тому початкова кінетична енергія 1 0T   і з рівняння 
(7.33) отримаємо: 
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2
1
N
e
j
j
T A

 .                                           (7.35) 
Кінетична енергія системи в кінцевому положенні дорівнює 
сумі кінетичних енергій всіх тіл, що входять до складу системи: 
2 21 22 23 24T T T T T    .                                   (7.36) 
Вантаж 1 рухається поступально, шків 2 обертається навколо нерухо-
мої осі. Їх кінетичні енергії: 
2
2 2 2
21 1 1 1 22 2
1 1 1
;
2 2 2
zT m v mv T I    .                    (7.37) 
Повзун 4 також рухається поступально, але в кінцевому поло-
женні системи (див. рис. 7.15, праворуч) займає крайнє нижнє поло-
ження, тому його швидкість 
4 0v   і кінетична енергія 24 0T  . Точка 
1B  є миттєвим центром швидкостей шатуна 3, який здійснює плоский 
рух. Його кінетичну енергію визначимо за формулою (7.5) 
3
2
23 3
1
2
zT I  .                                         (7.38) 
Моменти інерції шківа 2 і шатуна 3 (однорідних тіл) обчисли-
мо за формулами (4.15) і (4.13): 
2 3
2 2 2 2
2 3
1 1 1 1
;
2 2 3 3
z zI m R mR I m l ml    ,                   (7.39) 
де l – довжина шатуна. 
Кутова швидкість шківа 12
v
R
  , швидкість точки А 
1
2 10,5 0,5A
v
v r R v
R
     . 
 Кутова швидкість шатуна 
1 1
3
1 1
0,5
2
Av v v
A B l l
    . 
З формул (7.36) - (7.39) отримаємо: 
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Р и с у н о к  7 . 1 5  
B  
1B  
OX  
1v  
Av  
N  
C  
r  
R  
h  
S  
4  
3  
2  
1  
A  
O  
3G  
4G  
2G  
1G  
OY  
1A  
1C  
2  
3  
 
 
2 2
2 2 2 21 1
2 1 12 2
1 1 1 1 1 19
2 2 2 2 3 244
v v
T mv mR ml mv
R l
        .          (7.40) 
 Розглянемо зовнішні сили, що діють на систему. Це сили ваги 
1 4,...,G G , реакція осі шківа, яку представимо складовими ,O OX Y , і но-
рмальна реакція N  гладких напрямних повзуна. З них роботу не вико-
нують сили 2 , ,O OG X Y , прикладені в нерухомій точці О, і сила N , на-
прямлена перпендикулярно переміщенню точки В. Таким чином, сума 
робіт зовнішніх сил   
1 3 4
1
N
e
j G G G
j
A A A A

   .                           (7.41) 
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Роботи сил ваги визначимо за формулою (7.16): 
1 1G
A m gS mgS  ; 
3 3G
A m gh mgh  ; 
4 4
0,5GA m gh mgh  . 
Обчисливши переміщення центрів ваги тіл , 2S R h r R    , 
отримаємо суму робіт зовнішніх сил: 
 
1
0,5 1,5
N
e
j
j
A mg R mgR mgR mgR

       .             (7.42) 
Тепер, підставивши (7.40) і (7.42) в рівняння (7.35), обчислимо швид-
кість вантажу 1: 
   21 1
19 24
1,5 ; 1,5
24 19
mv mgR v gR      . 
 
Питання для самоконтролю 
 
1. Як визначити кінетичну енергію матеріальної точки і меха-
нічної системи? 
2. Чому дорівнює кінетична енергія твердого тіла при поступа-
льному, обертальному та плоскому рухах? 
3. Як визначити елементарну роботу  сили і роботу сили на 
скінченному переміщенні точки її прикладення? 
4. Чому дорівнює робота сили ваги? 
5. Чому дорівнює робота сили пружності? 
6. Від чого залежить робота сили, прикладеної до обертового 
тіла? 
7. Чи залежить робота сталої сили від траєкторії точки її прик-
ладення? 
8. Чому дорівнює робота внутрішніх сил твердого тіла? 
9. Як визначити роботу сил опору коченню? 
            10. Як визначити потужність сили? 
            11. Як сформулювати теореми про зміну кінетичної енергії ма-
теріальної точки і механічної системи? 
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Лекція 8. МЕТОД КІНЕТОСТАТИКИ 
 
8.1. Сила інерції і принцип Даламбера для матеріальної  
точки  
 
 Методом кінетостатики називають загальний метод 
розв’язання задач динаміки, при використанні якого рівняння руху 
приймають вид рівнянь рівноваги статики. 
 Розглянемо матеріальну точку, що рухається під дією системи 
сил (
1,..., nF F ), і запишемо для неї основне рівняння динаміки: 
1
n
k
k
ma F

 . 
Введемо в розгляд вектор 
Φ ma  ,                                              (8.1) 
напрямлений протилежно прискоренню точки і рівний за величиною 
добутку маси точки на модуль її прискорення. Цей вектор називають 
силою інерції матеріальної точки. Тепер основному рівнянню динамі-
ки точки можна надати наступний вигляд: 
1
Φ 0
n
k
k
F

  .                                            (8.2) 
Прикладемо умовно силу інерції до матеріальної точки, тоді рівняння 
(8.2) буде представляти собою необхідну і достатню умову рівноваги 
збіжної системи сил (
1,..., ,ΦnF F ). Ця умова є змістом принципу Да-
ламбера для матеріальної точки. Якщо до рухомої матеріальної то-
чки умовно прикласти силу інерції, то в будь-який момент часу сили, 
що діють на точку, і сила інерції утворюють зрівноважену систему 
сил. 
 Рівняннями методу кінетостатики в даному випадку є рівняння 
рівноваги отриманої збіжної системи сил: 
1 1 1
Φ 0; Φ 0; Φ 0
n n n
kx x ky y kz z
k k k
F F F
  
        .            (8.3) 
 Слід зазначити, що метод кінетостатики є тільки прийомом, 
що дозволяє використовувати рівняння рівноваги, відомі зі статики, 
для розв’язання задач динаміки. Вони являють собою перетворені рів-
няння руху, проте таке перетворення  значно полегшує розв’язання 
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багатьох практичних задач, завдяки чому метод кінетостатики знайшов 
широке застосування в прикладних дисциплінах. 
 Приклад 1. Вантаж М масою m, підвішений на тросі довжи-
ною l до нерухомої точки O (рис. 8.1), являє собою конічний маятник, 
тобто він описує коло у горизонтальній площині. 
 Визначити швидкість вантажу і силу натягу троса, який утво-
рює кут α з вертикаллю. 
 
τ 
G  
T  
v  
Φ  
a  
Φn  
α 
M 
b 
n 
O 
r 
1O  
na  
Рисунок 8.1 
 Приймемо вантаж за матеріальну точку і покажемо діючі на 
нього сили: силу ваги G mg  і реакцію троса T . Точка М рухається 
по колу радіусом sin sinr OM l    , її прискорення представимо 
дотичною a  і нормальною na  складовими, внаслідок чого сила інерції 
також буде мати дві складові: 
Φ , Φn nma ma     , 
модулі яких 
2 2
Φ , Φ
sin
n
dv v v
m m m
dt r l
   

. 
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Умовно прикладемо до точки М сили інерції і отримаємо зрівноважену 
систему збіжних сил  , , Φ , ΦnG T  . Запишемо рівняння рівноваги цієї 
системи сил в проекціях на осі натуральної системи координат Mτnb: 
0; Φ 0;
0; sin Φ 0;
0; cos 0.
k
kn n
kb
F
F T
F T G
 

  

   

    




 
З першого рівняння випливає, що Φ 0
dv
m
dt
   , тобто швидкість точ-
ки М не змінюється за величиною: constv  . З третього рівняння оде-
ржимо: 
cos cos
G mg
T  
 
. 
Тепер перетворимо друге рівняння 
2
Φ sin ; sin
sin cos
n
v mg
T m
l
    
 
, 
звідки sin tgv gl   . 
 
 8.2. Принцип Даламбера для механічної системи 
 
 Розглянемо механічну систему, що складається з N матеріаль-
них точок, для кожної з яких запишемо основне рівняння динаміки: 
, 1,e ij j j jm a F F j N   ,                                 (8.4) 
де, як і раніше,  ,e ij jF F  – рівнодійні зовнішніх і внутрішніх сил, що 
діють на j-у точку системи. 
 Введемо сили інерції Φ j j jm a  , які умовно прикладемо до 
відповідних точок системи. Тоді рівняння (8.4) приймуть вигляд: 
Φ 0, 1,e ij j jF F j N    .                                (8.5) 
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Таким чином, отримані системи сил, прикладених до кожної точки ме-
ханічної системи, зрівноважені, що дозволяє сформулювати принцип 
Даламбера для механічної системи. Якщо до кожної точки рухомої 
механічної системи умовно прикласти відповідну силу інерції, то в 
будь-який момент часу сукупність всіх діючих на точки системи зов-
нішніх і внутрішніх сил, а також сил інерції утворює зрівноважену 
систему сил. 
 
 8.3. Рівняння методу кінетостатики для механічної системи 
 
 Отримана в результаті використання принципу Даламбера сис-
тема сил в загальному випадку є довільною просторовою системою. 
Для її рівноваги необхідно і достатньо, щоб головний вектор системи і 
її головний момент відносно довільного нерухомого центру дорівню-
вали нулю: 
1 1 1
Φ 0
N N N
e i
j j j
j j j
R F F
  
      ;                             (8.6) 
     
1 1 1
Φ 0
N N N
e i
О О j О j О j
j j j
M M F M F M
  
      .              (8.7) 
Врахуємо, що головний вектор і головний момент внутрішніх сил від-
носно довільного центру дорівнюють нулю: 
 
1 1
0, 0
N N
i i i i
j О О j
j j
R F M M F
 
     , 
і введемо в розгляд головний вектор ΦR  і головний момент ΦОM  сил 
інерції: 
 Φ Φ
1 1
Φ ; Φ
N N
j О О j
j j
R M M
 
   .                           (8.8) 
Тепер рівняння (8.6) і (8.7) приймуть вигляд: 
Φ 0eR R  ;                                               (8.9) 
Φ 0eО ОM M  ,                                            (8.10) 
де  
1 1
;
N N
e e e e
j О О j
j j
R F M M F
 
   – головний вектор і головний момент 
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зовнішніх сил відносно центру О. 
 Рівняння методу кінетостатики отримаємо, проектуючи рів-
няння (8.9), (8.10) на осі декартової системи координат: 
Φ Φ Φ0; 0; 0;e e ex x y y z zR R R R R R       
(8.11) 
Φ Φ Φ0; 0; 0.e e ex x y y z zM M M M M M       
 
 8.4. Головний вектор і головний момент сил інерції 
 
 Отримаємо вирази для головного вектора і головного моменту 
сил інерції всіх точок механічної системи. На підставі рівняння (8.9) 
Φ eR R  . З формули (5.22) теореми про рух центру мас випливає, що 
e
CR ma . Таким чином, 
Φ
CR ma  ,                                            (8.12) 
тобто головний вектор сил інерції механічної системи дорівнює взято-
му з протилежним знаком добутку маси системи на прискорення її 
центру мас. 
 Аналогічно, з рівняння (8.10) випливає, що Φ eО ОM M  , а з 
формули (6.13) теореми про зміну кінетичного моменту отримаємо, що 
e О
О
dL
M
dt
 , тобто 
Φ О
О
dL
M
dt
  .                                          (8.13) 
Отже, головний момент сил інерції механічної системи відносно неру-
хомого центру О дорівнює взятій з протилежним знаком похідній за 
часом від кінетичного моменту системи відносно того ж центру. 
 Отримані результати свідчать про те, що рівняння (8.9), (8.10) і 
рівняння методу кінетостатики (8.11) еквівалентні рівнянням теорем 
про рух центру мас і про зміну кінетичного моменту. Дійсно, підстав-
ляючи в рівняння (8.9), (8.10) формули (8.12), (8.13), отримаємо рів-
няння (5.22) і (6.13). 
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 8.5. Зведення сил інерції точок твердого тіла  
до найпростішого вигляду 
 
 Головний вектор сил інерції не залежить від вибору центру 
зведення і при будь-якому русі тіла може бути визначений співвідно-
шенням (8.12). Визначимо головний момент сил інерції для деяких ви-
падків руху твердого тіла. 
 8.5.1. Поступальний рух 
 При поступальному русі тіла прискорення всіх його точок в 
даний момент часу однакові і дорівнюють прискоренню центру мас 
Ca  
(рис. 8.2). 
 Сила інерції матеріальної 
точки 
jM  масою jm  буде дорівню-
вати 
Φ j j j j Cm a m a    . 
Виберемо в якості центру зведення 
центр мас тіла і обчислимо головний 
момент сил інерції 
 Φ Φ
0,
C j j j j C
j j
j j C C C
j
M r r m a
m r a mr a
     
 
       
 
 

 
тому що радіус-вектор центру мас 
1
C j j
j
r m r
m
   дорівнює нулю. 
 Таким чином, при поступальному русі тіла сили інерції його 
точок приводяться до рівнодійної, умовно прикладеної в центрі мас 
тіла, яка дорівнює головному вектору сил інерції Φ CR ma  .  
 8.5.2. Обертання навколо нерухомої осі 
Розглянемо тверде тіло, що має площину матеріальної симетрії 
і обертається навколо нерухомої осі z, яка перпендикулярна цій пло-
щині і не проходить через центр мас тіла С (рис. 8.3). Зведемо сили 
інерції до центру О, в якому вісь обертання перетинає площину симет-
рії. Тоді, внаслідок симетрії тіла, сила і пара сил, до яких зводять сили 
інерції, лежать в площині симетрії. Сила дорівнює головному вектору 
сил інерції Φ CR ma  . 
 
j Ca a  
С 
jM  
jr  
Φ j  
Ca  
Рисунок 8.2 
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 Момент пари сил ΦОM  напрям-
лений перпендикулярно площині си-
метрії, тобто вздовж осі обертання, 
протилежно вектору кутового приско-
рення  . Його проекцію на вісь обер-
тання отримаємо з формул (8.13) і (6.9): 
Φ z
z
dL
M
dt
     ,z z z z
d
I I
dt
     (8.14) 
де 
zI  – момент інерції тіла відносно осі 
обертання. 
 Якщо вісь обертання прохо-
дить через центр мас тіла (див. рис. 8.3, 
вісь 
Cz ), то прискорення центра мас 
0Ca   і головний вектор сил інерції 
Φ 0R  . Сили інерції в цьому випадку 
еквівалентні парі сил, проекція 
моменту якої 
Φ
C Cz z z
M I   .                    (8.15)  
 
 
 
 
8.5.3. Плоский рух 
 Нехай тіло має площину матеріальної симетрії і рухається так, 
що ця площина весь час збігається з деякою нерухомою площиною П 
(рис. 8.4). Розкладемо рух тіла на поступальний, який визначається 
рухом центру мас С, і обертальний навколо осі 
Cz , що проходить через 
центр мас тіла перпендикулярно площині симетрії. Сили інерції посту-
пального руху зведемо до сили Φ CR ma  , прикладеної в центрі мас 
С, а сили інерції обертального руху – до пари сил, що лежить в площи-
ні симетрії. Проекція моменту цієї пари на вісь Cz : 
Φ
C Cz z z
M I   . 
 
 
ΦR  
Cz
 
z 
O C 

   
Φ
OM  
Ca  Ca   
Cna  
Рисунок 8.3 
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Φ
CM  П 
С 
ΦR  
  
  
Ca
 
Рисунок 8.4 
Cz  
 
 Приклад 2. Падаючи, вантаж А вагою Р розмотує нерозтяж-
ний трос, намотаний на барабан (рис. 8.5). 
 Визначити складові реакції жорсткого закріплення С і приско-
рення вантажу, вважаючи барабан однорідним циліндром вагою Q і 
нехтуючи вагою троса і консольної балки, а також тертям у підшипни-
ках, якщо BC = b. 
 Розглянемо механічну систему, що складається з балки BC, 
барабана і вантажу А. На неї діють зовнішні сили: сили ваги барабана 
Q  і вантажу P , а також реакція жорсткого закріплення С, яку пред-
ставимо складовими , ,C C CX Y M . Додамо до них сили інерції, які для 
вантажу, що рухається поступально, приведемо до сили Φ , а для бара-
бана, що має площину матеріальної симетрії і обертається навколо 
центральної осі, перпендикулярної цій площині – до пари сил з момен-
том ΦM . Визначимо модулі сили і пари сил інерції: 
Φ 21Φ ;
2 2
B
P Q a Q
a M I R Ra
g g R g
      , 
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де а – прискорення вантажу; ε – кутове прискорення барабана, ε = а/R. 
 
Рисунок 8.5 
a  
B 
C 
A 
y 
b 
x 
R 
ε 
Q  C
X
 
CM  
ΦM  
CY  
Φ  
P  
 Відповідно до принципу Даламбера отримана плоска система 
сил зрівноважена. Запишемо для неї три рівняння рівноваги: 
0; 0;i CX X                                                                      (8.16) 
0; Φ 0;i CY Y P Q                                                         (8.17) 
   Φ0; Φ 0.iC CM M M Qb P b R b R                   (8.18) 
Для визначення прискорення вантажу А розглянемо систему, 
що складається з барабана і вантажу (рис. 8.6), на яку діють реакції 
підшипників ,B BX Y , а також перераховані раніше сили ваги і сили іне-
рції. Запишемо одне рівняння рівноваги: 
Φ0; Φ 0.iBM M R PR                           (8.19) 
Перетворимо рівняння (8.19) до вигляду: 
0
2
Q P
Ra aR PR
g g
   , 
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Рисунок 8.6 
R 
A 
B 
ε 
ΦM  
BY  
BX  
Q  
Φ  
P  
a  
 
звідки 
2
2
Pg
a
P Q


. З рівняння (8.17) отримаємо: 
2 3
Φ .
2 2
C
P Pg P Q
Y P Q P Q Q
g P Q P Q

       
 
 
Віднімемо з рівняння (8.18) рівняння (8.19): 
Φ 0;CM Qb Pb b     
 
3
Φ .
2
C C
P Q
M P Q b Y b Qb
P Q

    

 
 Таким чином, невідомі величини визначені: 
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3 3 2
0; ; ;
2 2 2
C C C
P Q P Q P
X Y Q M Qb a g
P Q P Q P Q
 
   
  
. 
 
Питання для самоконтролю 
 
 1. Чому дорівнює сила інерції матеріальної точки? 
2. Як сформулювати принцип Даламбера для матеріальної точ-
ки та механічної системи? 
3. У чому полягає метод кінетостатики? 
4. Як записати рівняння методу кінетостатики для механічної 
системи? 
5. Чому дорівнюють головний вектор і головний момент сил 
інерції? 
6. До якого найпростішого вигляду можна звести сили інерції 
твердого тіла у випадках його поступального, обертального і плоского 
рухів? 
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Лекція 9. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 
 
9.1. Вступ 
 
 Розглянуті в попередніх лекціях загальні теореми динаміки і 
отримані з них наслідки дозволяють розв’язувати більшість задач дина-
міки механічної системи. Проте їх застосування викликає і певні 
труднощі. Справа в тому, що неможливо строго класифікувати задачі і 
вказати, в якому випадку яка теорема є найбільш ефективною. Крім 
того, для розв’язання деяких задач потрібно одночасно викорис-
товувати кілька загальних теорем, а також розбивати систему на 
частини, вводячи додаткові невідомі величини, визначення яких не є 
необхідним. 
 Аналітична механіка вивчає загальні методи складання дифе-
ренціальних рівнянь руху механічної системи. Їх інтегрування дозво-
ляє визначити рух системи і є, таким чином, загальним методом розв’я-
зання задач динаміки. 
 Спочатку розглянемо прийняту в аналітичній механіці класи-
фікацію в’язей. 
 
 9.2. В’язі та їх класифікація 
 
 Систему матеріальних точок називають вільною, якщо їх коор-
динати і швидкості можуть приймати довільні значення. В іншому 
випадку систему називають невільною. Таким чином, на координати і 
швидкості точок невільної системи накладені обмеження, які повинні 
виконуватися при будь-яких діючих на систему силах. Ці обмеження 
називають в’язями, а рівняння, яким повинні задовольняти координати 
і швидкості точок невільної системи, – рівняннями в’язей. 
 Приклад 1. Дві матеріальні точки, 
показані на рис. 9.1, з’єднані нерозтяжним стерж-
нем довжиною l. Оскільки відстань між точками 
не змінюється, рівняння в’язі має вигляд: 
     
2 2 2 2
1 2 1 2 1 2x x y y z z l      ,      (9.1) 
де , ,i i ix y z  – декартові координати точок.  
 
 1 1 1 1, ,M x y z  
l 
 2 2 2 2, ,M x y z  
Рисунок 9.1 
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 Приклад 2. Розглянемо ковзан, що рухається поверхнею 
льоду. Нехай він має опукле лезо, яке торкається льоду в одній точці А 
(рис. 9.2). Задамо положення 
ковзана трьома координата-
ми:
 
, ,A Ax y  . Будемо вважа-
ти, що точка А не проковзує 
в напрямку, перпендикуляр-
ному лезу, тоді її швидкість 
Av  напрямлена вздовж леза і 
справедливе співвідношення 
tg
Ay A
Ax A
v y
v x
   , 
з якого отримаємо рівняння 
в’язі: 
tg =0A Ay x  .     (9.2) 
В’язі, в рівняння яких час явно не входить, називають стаціо-
нарними (приклади 1 і 2). Якщо ж час явно входить в рівняння в’язі, то 
її називають нестаціонарною. 
 Геометричними називають в’язі, рівняння яких містять тільки 
координати точок механічної системи і, може бути, час (приклад 1). 
Якщо, крім того, в рівняння в’язей входять перші похідні від координат 
за часом, то в’язі називають диференціальними (приклад 2). 
 Геометричні в’язі та ті диференціальні в’язі, рівняння яких мо-
жуть бути проінтегровані, називають голономними (приклад 1). Дифе-
ренціальні в’язі, рівняння яких не можуть бути проінтегровані, нази-
вають неголономними (приклад 2). 
 По виду в’язей механічні системи поділяють на голономні і 
неголономні. Голономною називають механічну систему, на яку накла-
дені тільки голономні в’язі. В іншому випадку, тобто якщо хоча б одна 
в’язь є неголономною, систему називають неголономною. 
 І, нарешті, в’язі  можуть бути утримуючими і неутримуючими. 
Утримуючі в’язі описують рівняннями (приклади 1,2), а неутримуючі – 
нерівностями. 
 Приклад 3. Розглянемо дві матеріальні точки, з’єднані нероз-
тяжною ниткою довжиною l (рис. 9.3). Оскільки  відстань між точками 
не може перевищити довжину нитки, виконується нерівність 
 
Av  
Ayv  
x 
Ay  
y 
А 
О 
φ 
Ax  
Axv  
Рисунок 9.2 
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     
2 2 2 2
1 2 1 2 1 2x x y y z z l      ,       (9.3) 
що описує дану неутримуючу в’язь. 
 Таким чином, в’язь має три характерис-
тики: 
1) стаціонарна або нестаціонарна, 
2) голономна або неголономна, 
3) утримуюча або неутримуюча. 
Наприклад, в’язь з прикладу 2 є стаціонарною, 
неголономною і утримуючою. 
Далі будемо розглядати тільки голономні 
утримуючі в’язі. 
 
 9.3. Можливі і віртуальні переміщення 
 
 Розглянемо одну матеріальну точку, підпорядковану нестаціо-
нарній голономній в’язі, рівняння якої має вигляд: 
f(x, y, z, t) = 0,                                         (9.4) 
де x, y, z – координати точки, t – час. Це рівняння описує поверхню, яка 
змінюється з плином часу. У силу рівняння (9.4) точка повинна пере-
міщатися по цій поверхні, тому диференціали координат при кінемати-
чно можливому переміщенні точки повинні задовольняти співвідно-
шенню 
0
f f f f
dx dy dz dt
x y z t
   
   
   
.                        (9.5) 
Вектор dr , який визначається своїми проекціями dx, dy, dz при нескін-
ченно малому часі dt , називають вектором можливого переміщення 
точки. 
 Зафіксуємо тепер час t в рівнянні (9.4) і розглянемо припусти-
ме в’яззю переміщення матеріальної точки з положення, займаного 
нею в даний момент часу, в нескінченно близьке положення, яке вона 
може займати в той же момент часу. Це переміщення виражають ізо-
хронною варіацією радіус-вектора точки r  і називають вектором 
віртуального переміщення. Варіації координат δx, δy, δz пов’язані спів-
відношенням 
 
l  
 2 2 2 2, ,M x y z  
 1 1 1 1, ,M x y z  
Р и с у н о к  9 . 3  
 100 
0
f f f
x y z
x y z
  
     
  
,                                  (9.6) 
яке випливає з рівняння (9.4) при фіксованому часі t. 
 Неважко помітити, що у разі стаціонарної голономної в’язі 
віртуальні переміщення збігаються з можливими. Дійсно, рівняння 
стаціонарної в’язі має вигляд: 
 , , 0f x y z  ,                                         (9.7) 
тому 0
f
t



 і рівняння (9.5), що визначає можливі переміщення, збіга-
ється з рівнянням (9.6), яке визначає віртуальні переміщення. 
 Різницю між можливими і віртуальними переміщеннями для 
випадку нестаціонарної в’язі розглянемо на наступному прикладі. Не-
хай ця в’язь являє собою поверхню, яка переміщується щодо нерухомої 
системи відліку, не деформуючись. Тоді розглядувана точка бере 
участь у двох рухах: відносному (рух по поверхні) і переносному (ра-
зом з поверхнею). Таким чином, траєкторія абсолютного руху точки 
лежить поза поверхнею, а вектор можливого переміщення dr  напрям-
лений по дотичній до цієї трає-
кторії (рис. 9.4). Вектор вірту-
ального переміщення r  на-
прямлений по дотичній до тра-
єкторії відносного руху, що 
лежить на поверхні, оскільки 
при визначенні віртуального 
переміщення час фіксується і 
переносне переміщення відсут-
нє. 
 
 9.4. Число степенів вільності системи і узагальнені 
координати 
 
 Віртуальним переміщенням механічної системи називають 
будь-яку сукупність віртуальних переміщень її точок, що допускається 
всіма накладеними на систему в’язями. Система має безліч різних вір-
туальних переміщень, з яких можна вибрати незалежні між собою пе-
реміщення, а через них виразити будь-яке віртуальне переміщення. 
Число незалежних між собою віртуальних переміщень механічної сис-
теми називають її числом степенів вільності. 
 
r  
dr  
Р и с у н о к  9 . 4  
М  
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 Розглянемо систему з N матеріальних точок, підпорядковану d 
голономним в’язям. Положення системи визначається 3N декартовими 
координатами її точок, з яких незалежними будуть s = 3N – d. Для го-
лономної системи число незалежних координат збігається з числом 
степенів вільності. 
 В якості незалежних координат не обов’язково вибирати дека-
ртові координати точок системи. Її положення можна однозначно ви-
значити за допомогою будь-яких незалежних між собою параметрів. Їх 
називають узагальненими координатами. 
 На рис. 9.5 показаний кривошипно-шатунний механізм, розта-
шований в площині xOy. Положення механізму визначається його точ-
ками O, A, B. 
 
К 
 , ,B B BB x y z  
 , ,A A AA x y z  
 , ,O O OO x y z  
r l 
y 
z 
φ 
x 
Рисунок 9.5 
 
Позначимо через r і l довжини кривошипа ОA і шатуна AB і за-
пишемо рівняння в’язей, накладених на систему: 
0; 0; 0; 0; 0; 0O O O A B Bx y z z y z      ; 
 
22 2 2 2 2;A A A B Ax y r x x y l     . 
Отже, кількість в’язей d = 8, кількість точок системи N = 3 і 
число степенів вільності s = 3N – d = 1. Виберемо в якості узагальненої 
координати кут φ між кривошипом і додатним напрямом осі x і визна-
чимо координати точок системи, що змінюються : 
cos ; sin ;A Ax OK r y AK r       
2 2 2cos sinBx OK KB r l r      . 
Таким чином, узагальнена координата φ однозначно визначає поло-
ження системи. 
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 9.5. Основна задача динаміки невільної системи. 
Ідеальні в’язі 
 
 Розділимо сили, що діють на точки механічної системи, на ак-
тивні сили 
jF  і реакції в’язей jR . На відміну від заздалегідь невідомих 
реакцій в’язей, активні сили є заданими функціями часу, положень і 
швидкостей точок системи: 
 , , , 1,j j j jF F t r v j N  . 
Запишемо диференціальні рівняння руху системи: 
; ; ; 1,j j jx jx j j jy jy j j jz jzm x F R m y F R m z F R j N       .     (9.8) 
 Основну задачу динаміки невільної системи можна сформулю-
вати так: визначити рух системи і реакції в’язей, якщо відомі активні 
сили і задані сумісні з в’язями початкові положення та початкові шви-
дкості точок системи. У цій задачі 6N невідомих величин: 3N декарто-
вих координат точок , ,j j jx y z  і 3N проекцій реакцій в’язей , ,jx jy jzR R R . 
Кількість скалярних співвідношень, що зв’язують невідомі величини, 
дорівнює 3N + d: 3N рівнянь (9.8) і d рівнянь в’язей. Для того щоб ос-
новна задача динаміки стала визначеною, необхідні додаткові співвід-
ношення, число яких повинно бути рівним 6N – (3N + d) = 3N – d = s. 
Ці співвідношення можна отримати, вважаючи всі в’язі, накладені на 
систему, ідеальними. 
В’язі називають ідеальними, якщо сума робіт реакцій в’язей на 
будь-якому віртуальному переміщенні системи з будь-якого її поло-
ження дорівнює нулю: 
1
0
N
j j
j
R r

  .                                          (9.9) 
Перепишемо отриману рівність в розгорнутому вигляді: 
 
1
0
N
jx j jy j jz j
j
R x R y R z

      .                            (9.10) 
Серед 3N варіацій координат , ,j j jx y z    є 3N – d = s незалежних. То-
му, виразивши 3N – s = d залежних варіацій у рівності (9.10) через не-
залежні і прирівнюючи нулю коефіцієнти при незалежних варіаціях, 
одержимо необхідні s співвідношень. 
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 Розглянемо як приклад ідеальної в’язі гладку нерухому по-
верхню (рис. 9.6), по якій рухається матеріальна точка М. Оскільки 
реакція поверхні напрямлена по 
нормалі до неї в даній точці, а век-
тор будь-якого віртуального пере-
міщення лежить в площині, дотич-
ній до поверхні в точці М , скаляр-
ний добуток 
0R r  .              (9.11) 
 Гладка поверхня є ідеаль-
ною в’яззю і в тому випадку, коли 
вона рухається або деформується. Дійсно, визначаючи віртуальне пе-
реміщення, фіксують час, «зупиняючи» в’язь, тому вектор r  залиша-
ється в дотичній площині. Оскільки реакція гладкої поверхні і у випад-
ку рухомої або деформівної поверхні спрямована по нормалі до неї, 
умова (9.11) виконується. 
 Неважко показати, що ідеальними є й інші в’язі, що викорис-
товують в механічних моделях. До їх числа відносяться шарніри без 
тертя, невагомі недеформівні стержні, внутрішні в’язі абсолютно твер-
дого тіла та інші. У тих випадках, коли тертям знехтувати не можна, 
можна враховувати тільки нормальні складові реакцій шорстких по-
верхонь, відносячи сили тертя до числа невідомих активних сил. Ці 
невідомі визначають за допомогою додаткових співвідношень, що ви-
пливають з експериментально отриманих законів тертя. 
 Надалі всі в’язі, накладені на систему, будемо вважати ідеаль-
ними. 
 
 9.6. Узагальнені сили 
 
 Розглянемо механічну систему, положення якої однозначно 
визначається s узагальненими координатами 
1 2, ,..., sq q q . 
 Виразимо радіус-вектори точок системи через узагальнені ко-
ординати і час 
 1,..., , ; 1,j j sr r q q t j N                             (9.12) 
і знайдемо варіації радіус-векторів 
1
, 1,
s
j
j k
k k
r
r q j N
q

   

 .                            (9.13) 
 
R  
r  
М 
Рисунок 9.6 
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Визначимо суму робіт всіх активних сил на деякому віртуальному пе-
реміщенні системи: 
1
N
j j
j
A F r

   .                                      (9.14) 
З формул (9.14) і (9.13), змінюючи порядок підсумовування, отримаємо 
1 1 1 1
N s s N
j j
j k j k
j k k jk k
r r
A F q F q
q q   
  
       
  
    .                 (9.15) 
Введемо позначення 
1
, 1,
N
j
k j
j k
r
Q F k s
q

  

 ,                            (9.16) 
тоді рівність (9.15) прийме вигляд: 
1
s
k k
k
A Q q

   .                                     (9.17) 
Величину 
kQ , що дорівнює коефіцієнту при варіації узагальненої ко-
ординати 
kq  у виразі для віртуальної роботи активних сил системи, 
називають узагальненою силою, відповідною узагальненій координаті 
kq . 
 При визначенні узагальнених сил можна використовувати на-
ступний прийом. Дамо системі таке віртуальне переміщення, при яко-
му змінюється тільки одна узагальнена координата, відповідна шуканій 
узагальненій силі, і обчислимо суму робіт активних сил. Припустимо, 
що 1 2 30, ... 0sq q q q         , тоді з рівності (9.17) отримаємо 
1 1 1A Q q   , тобто 
1
1
1
A
Q
q



.                                             (9.18) 
Аналогічно можна визначити і інші узагальнені сили. 
 Приклад 4. Система складається з тонкого однорідного стер-
жня 1 довжиною l і кульки 2, яку будемо вважати матеріальною точ-
кою (рис. 9.7). 
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1m g  
F  
0,5l 
2m g  
δφ 
φ 
2 
1 
0,5l 
C 
δx 
x 
b 
О 
Рисунок 9.7 
 
Стержень може обертатися навколо горизонтальної осі О, а 
кулька має отвір, що дозволяє їй ковзати уздовж стержня. Невагома 
пружина навита на стержень, один її кінець з’єднаний з кулькою, а 
другий закріплений в точці О. Жорсткість пружини і її довжина в не-
деформованому стані дорівнюють відповідно c і b, а маси стержня і 
кульки – 
1m  і 2m . 
 Ввести узагальнені координати і визначити узагальнені сили. 
Тертям знехтувати. 
 Положення системи повністю визначається двома координата-
ми: кутом φ відхилення стержня від вертикалі і деформацією пружини 
х, які приймемо за узагальнені координати. Система, таким чином, має 
два степеня вільності. Покажемо діючі на систему активні сили: сили 
ваги 
1 2,m g m g  і силу пружності пружини F . 
 Для визначення узагальненої сили Q , відповідної узагальне-
ній координаті φ, дамо системі віртуальне переміщення, при якому 
координата х не змінюється, а кут φ отримує приріст δφ. На цьому пе-
реміщенні роботу виконують тільки сили ваги, оскільки сила F  пер-
пендикулярна напрямку переміщення кульки. Визначимо роботи сил 
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ваги за формулою (7.21), попередньо обчисливши їх моменти відносно 
осі обертання: 
 1 1 0,5 sin ;zM m g m g l          2 2 sin ;zM m g m g b x     
     1 2 1 20,5 sin sin ;z zA M m g M m g m gl m g b x          
 1 20,5 sin
A
Q g m l m b x



       
.                   (9.19) 
 Для визначення узагальненої сили 
xQ  дамо системі віртуальне 
переміщення, при якому не буде змінюватися кут φ, а координата х 
одержить приріст δх. На цьому переміщенні роботу виконують дві си-
ли: сила ваги 
2m g  і сила пружності пружини, модуль якої F cx : 
2 cos ;xA m g x cx x      
2 cos
x
x
A
Q m g cx
x

  

.                              (9.20) 
 
9.7 . Загальне рівняння динаміки 
 
 Далі будемо розглядати систему, що складається з N матеріа-
льних точок, з ідеальними і голономними в’язями, положення якої од-
нозначно визначається s узагальненими координатами 
1 2, ,..., sq q q . За-
пишемо для кожної точки системи основне рівняння динаміки 
j j j jm a F R   
або 
0, 1,j j j jF m a R j N    .                             (9.21) 
 Зафіксуємо час і дамо системі віртуальне переміщення, при 
якому радіус-вектори точок отримають приріст jr . Помножимо ска-
лярно кожне рівняння (9.21) на jr  і складемо отримані добутки: 
 
1 1
0
N N
j j j j j j
j j
F m a r R r
 
      .                          (9.22) 
 
 107 
Оскільки в’язі ідеальні, остання сума дорівнює нулю і з рівняння (9.22) 
отримаємо: 
 
1
0
N
j j j j
j
F m a r

   .                                  (9.23) 
Враховуючи, що Φj j jm a   – це сила інерції j-ої матеріальної точки, 
Φ, Φaj j j j j jF r A r A       – роботи активної сили і сили інерції, пе-
репишемо рівність (9.23) у вигляді: 
Φ
1 1
0
N N
a
j j
j j
A A
 
     .                                  (9.24) 
Це рівняння називають загальним рівнянням динаміки. Воно стверджує, 
що при русі системи з ідеальними в’язями в будь-який момент часу 
сума робіт активних сил і сил інерції на будь-якому віртуальному пе-
реміщенні системи дорівнює нулю. 
 Приклад 5 . Вантаж 1, що рухається вниз по похилій площині, 
приводить в рух барабан 2 і коток 3 . Радіус інерції барабана відносно 
осі обертання 
2 2, 2xi r R r  ; коефіцієнт тертя ковзання 0,1f  ; 
ваги тіл 1 , 2 і 3: 
1 2 32 ,G G G G G   . 
 Визначити прискорення вантажу, вважаючи коток однорідним 
циліндром, який котиться без ковзання, і нехтуючи тертям кочення і 
силами опору в підшипниках. 
 Для розв’язання задачі використаємо загальне рівняння дина-
міки. Покажемо активні сили, що діють на систему (сили ваги 
1 2 3, ,G G G ) і силу тертя ковзання трF , до яких додамо сили інерції. Для 
вантажу 1, що рухається поступально, вони приводяться до рівнодій-
ної, модуль якої 
Φ 1
1 1 1
2G G
R a a
g g
  ; 
для барабана 2, що обертається навколо нерухомої осі, – до пари сил , 
момент якої  
Φ 2 22 1 1
2 2 2 2 1
2
2x
G a aG G
M I i r ra
g r g r g
       ; 
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для котка 3, що здійснює плоский рух, – до сили , прикладеної в його 
центрі мас, модуль якої 
Φ 3
3 3 3
G G
R a a
g g
  , 
і до пари сил, момент якої 
Φ 23 3
3 3 3 3
2 2
G a G
M I r ra
g r g
     , 
де 
1 3,a a  – прискорення вантажу та центру мас котка; 2 3,   – кутові 
прискорення барабана і котка. 
 Дамо системі віртуальне переміщення в напрямку її дійсного 
руху і складемо загальне рівняння динаміки (9.24), яке для даної сис-
теми прийме вигляд: 
Φ Φ Φ Φ
1 1 тр 1 1 1 2 2 3 3 3 3sin30 0G S F S R S M R S M            ,      (9.25) 
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де 
1 3,S S   – переміщення вантажу та центру мас котка; 2 3,   – ку-
ти повороту барабана і котка; трF  – модуль сили тертя, що дорівнює 
тр 1 cos30 2 cos30F fG fG  . Система має один степінь вільності, то-
му всі варіації координат можна виразити через одну з них. Враховую-
чи, що точка Р – миттєвий центр швидкостей котка, отримаємо 
3
3 2 2 2 1 2 3 2
1 1
2 ; ;
2 2
S
S R r r S r
r

              .      (9.26) 
 Визначимо залежності між прискореннями: 
31 1 1
2 3 2 1 3
1 1
; 2 ;
2 2
aa a a
a R r a
r r r r
         .                (9.27) 
Підставимо в рівняння (9.25) вирази для сил і моментів сил інерції, а 
також співвідношення (9.26), (9.27) і отримаємо: 
1 2
1 2 1 2 1 2
2
2 sin 30 2 cos30
2
0.
2
G
G fG a r
g
G G G
ra ra ra
g g g
 
    
 
      
 
Розділимо це рівняння на величину 
2 0Gr   і визначимо: 
1 1 1 12 22sin30 2 cos30 0
2
a a a a
f
g g g g
      ; 
 15,5 2 sin30 cos30
a
f
g
  ; 
    21
2 2 9,8
sin30 cos30 sin30 0,1cos30 1,473м/с
5,5 5,5
g
a f

     . 
 Загальне рівняння динаміки дозволяє отримувати диференціа-
льні рівняння руху механічної системи, в які не входять реакції ідеаль-
них в’язей. Воно може бути використано для систем як з одним, так і з 
декількома степенями вільності. В останньому випадку диференціальні 
рівняння руху, число яких збігається з числом степенів вільності сис-
теми, можуть бути отримані шляхом складання рівняння (9.24) для s 
незалежних між собою віртуальних переміщень системи. Однак ефек-
тивність використання загального рівняння динаміки істотно знижу-
ється зі збільшенням числа степенів вільності системи. Це пов’язано з 
необхідністю введення сил інерції і, отже, визначенням абсолютних 
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прискорень точок системи, що призводить до досить громіздких ви-
кладок. У таких випадках більш зручним є складання диференціальних 
рівнянь руху у формі рівнянь Лагранжа другого роду, які будуть отри-
мані в наступному підрозділі. 
 
 9.8 . Рівняння Лагранжа другого роду 
 
 Перетворимо рівняння (9.23), підставивши в нього варіацію 
радіус-вектора 
jr  за формулою (9.13): 
 
1 1 1
0.
N N s
j j
j j j j j j k
j j k k
dv r
F m a r F m q
dt q  
 
       
 
    
Змінюючи порядок підсумовування, отримаємо: 
1 1 1
0.
s N N
j j j
j j k
k j jk k
r dv r
F m q
q dt q  
  
     
  
    
Враховуючи формулу (9.16) для узагальненої сили 
kQ , спростимо 
останню рівність: 
1 1
0.
s N
j j
k j k
k j k
dv r
Q m q
dt q 
 
    
 
                         (9.28) 
Перетворимо добуток під знаком суми: 
.
j j j j
j j j j j
k k k
dv r r rd d
m m v m v
dt q dt q dt q
   
     
   
              (9.29) 
Швидкість j-ї точки системи 
1
1
... .
j j j j
j s
s
dr r r r
v q q
dt q q t
  
    
  
                         (9.30) 
Вона лінійно залежить від узагальнених швидкостей , 1,kq k s , тому 
що радіус-вектори jr  і, отже , їх частинні похідні ,
j j
k
r r
q t
 
 
 залежать 
тільки від узагальнених координат і часу, як випливає з формули (9.12). 
Тому, диференціюючи частинним способом обидві частини рівності 
(9.30) за узагальненою швидкістю, отримаємо: 
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, 1, ; 1,
j j
k k
v r
j N k s
q q
 
  
 
.                        (9.31) 
Продиференціюємо (9.30) за узагальненою координатою: 
2 2 2
1
1
... ;
j j j j j
s
k k s k k k
v r r r rd
q q
q q q q q t q dt q
    
    
       
           (9.32) 
1, ; 1,j N k s  .  
Останній результат є наслідком незалежності змішаних частинних 
похідних від порядку диференціювання. 
Враховуючи рівності (9.31) і (9.32), перепишемо співвідно-
шення (9.29): 
j j j j
j j j j j
k k k
dv r v vd
m m v m v
dt q dt q q
   
      
   
 
2 2
2 2
j j j j j j
k k k k
m v m v T Td d
dt q q dt q q
      
      
         
,             (9.33) 
де 
2
2
j j
j
m v
T   – кінетична енергія j-ї точки системи. Підставимо отри-
мане співвідношення в рівняння (9.28): 
1 1
δ 0
s N
j j
k k
k j k k
T Td
Q q
dt q q 
   
    
    
  .                      (9.34) 
Змінюючи порядок підсумовування і диференціювання, а також врахо-
вуючи, що 
1
N
j
j
T T

 , де Т – кінетична енергія системи, з рівняння 
(9.34) отримаємо: 
1
δ 0
s
k k
k k k
d T T
Q q
dt q q
   
    
    
 .                      (9.35) 
Оскільки варіації узагальнених координат δ kq  є довільними незалеж-
ними величинами, рівність (9.35) має місце тоді і тільки тоді, коли всі 
коефіцієнти при δ kq  дорівнюють нулю, тобто  
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; 1,k
k k
d T T
Q k s
dt q q
 
  
 
.                          (9.36) 
 Рівняння ( 9.36 ) носять назву рівнянь Лагранжа другого роду 
або рівнянь Лагранжа в незалежних координатах. Після виконання 
операцій диференціювання в ліві частини цих рівнянь входять такі 
параметри: час t, узагальнені координати 
kq , узагальнені швидкості kq  
і узагальнені прискорення 
kq . Узагальнені сили kQ  залежать від 
параметрів t, 
kq , kq . Таким чином, рівняння Лагранжа являють собою 
систему s звичайних диференціальних рівнянь 2-го порядку, тобто 
порядок всієї системи дорівнює 2s. Однак порядок системи дифе-
ренціальних рівнянь, що описують рух голономних системи з s 
степенями вільності, не може бути менше, ніж 2s, тому що в силу 
довільності початкових значень величин 
kq  і kq , 1,k s  розв’язок 
системи має містити, принаймні, 2s довільних сталих інтегрування. 
Тому система рівнянь Лагранжа другого роду має найменший мож-
ливий порядок. 
 Інтегрування рівнянь ( 9.36 ) дозволяє отримати залежності 
узагальнених координат від часу   , 1,k kq q t k s  , що повністю ви-
значає рух системи. У разі невільної системи слід також визначити 
реакції ідеальних в’язей, які не входять до рівнянь Лагранжа. Під-
ставивши залежності  iq t  у вирази (9.12), отримаємо залежності 
радіус-векторів точок системи від часу   , 1,j jr r t j N  , диферен-
ціюючи які, визначимо швидкості j jv r  і прискорення j ja r  всіх 
точок. Після цього знайдемо реакції в’язей з рівнянь (9.21): 
, 1,j j j jR m a F j N   . 
 Приклад 6. Розв’яжемо задачу (див. рис. 9.8 прикладу 5 з під-
розділу 9.7) за допомогою рівняння Лагранжа другого роду.  
Система має один степінь вільності. В якості узагальненої ко-
ординати виберемо координату х вантажу 1 (рис. 9.9 ), тоді рівняння 
Лагранжа запишемо так: 
x
d T T
Q
dt x x
 
 
 
.                                      (9.37) 
Кінетична енергія системи дорівнює сумі кінетичних енергій 
тіл 1, 2 і 3: 
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1 2 3T T T T   .                                         (9.38) 
Вантаж 1 рухається поступально, барабан 2 обертається навколо неру-
хомої осі, а коток 3 здійснює плоский рух. Визначимо їх кінетичні ене-
ргії: 
3 3
2 2 2 231
1 1 2 2 2 3 3
1 1
; ;
2 2 2 2
C C
GG
T v T I T v I
g g
      ,             (9.39) 
де моменти інерції: 
3
2 2 2 232
2 2 2 ;
2 2
x C
GG G G
I i r I r r
g g g g
     .                  (9.40) 
 Виразимо всі швидкості через узагальнену швидкість x , вра-
ховуючи, що в точці Р знаходиться миттєвий центр швидкостей котка: 
3
3
1
1 2 3 2 3
1 1 1
; ; 2 ;
2 2 2
C
C
vv x x x
v x v v R r x
r r r r r
              .   (9.41) 
Зі співвідношень (9.38)–(9.41) отримаємо: 
2 2
2 2 2 2 2
2 2
2 1 1
2 2,75
2 2 2 2 2
G G x G G x G
T x r x r x
g g g g gr r
          .       (9.42) 
Визначимо похідні від кінетичної енергії: 
0; 5,5
T d T G
x
x dt x g
 
 
 
.                             (9.43) 
Для визначення узагальненої сили 
xQ  дамо системі віртуальне 
переміщення, при якому барабан 2 повернеться на кут 2 , вантаж 1 
переміститься на відстань x , а центр мас котка 3 – на 
3S . Визначимо 
суму робіт активних сил на цьому переміщенні. Оскільки сила 
2G  при-
кладена в нерухомій точці, а центр мас котка рухається в горизонталь-
ній площині, роботи сил 
2G  і 3G  дорівнюють нулю. Таким чином, ро-
боту виконують тільки сили 
1G  і трF  
 
1 тр 1 тр
sin30 2 sin30 2 cos30x G FA A A G x F x G fG x           , 
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r 
3G  
2  
2  
P 
3 
3
 
  
звідки  
 2 sin30 cos30xx
A
Q G f
x

  

.                      (9.44) 
Підставивши (9.43) і (9.44) в рівняння (9.37), отримаємо диференціаль-
не рівняння руху системи: 
 5,5 2 sin30 cos30
G
x G f
g
  , 
звідки визначимо прискорення вантажу 1: 
    21
2 2 9,8
sin30 cos30 sin30 0,1cos30 1,473 м/с
5,5 5,5
g
a x f

      . 
 В якості ще одного прикладу розглянемо систему з двома сте-
пенями вільності, наведену на рис. 9.7 у підрозділі 9.6, для якої отри-
маємо диференціальні рівняння руху. Використовуючи обрані раніше 
узагальнені координати φ і х, складемо рівняння Лагранжа другого ро-
ду: 
d T T
Q
dt

 
 
 
;        x
d T T
Q
dt x x
 
 
 
.                    (9.45) 
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Кінетична енергія системи являє собою суму кінетичних енергій стер-
жня 1 і кульки 2 (рис. 9.10): 
1 2T T T  . Стержень обертається навколо 
нерухомої осі з кутовою швидкістю   , а кулька, що приймається за 
матеріальну точку, здійснює складний рух. Її відносна швидкість 
rv  
напрямлена вздовж стержня, переносна швидкість 
ev  перпендикулярна 
стержню,    ,r ev x v b x b x      . 
 Визначимо кінетичні енергії:  
▪ стержня 1 
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
1 1 1 1
2 2 3 6
T I m l m l       , 
де 2
1 1
1
3
I m l  – момент інерції стержня відносно осі обертання; 
▪ кульки 2 
   22 2 2 2 22 2 2 2
1 1 1
2 2 2
a r eT m v m v v m x b x        
; 
 ▪ системи 
 
22 2 2 2
1 2 2
1 1 1
6 2 2
T m l m x m b x      . 
 Визначимо похідні від кінетичної енергії: 
 
22
1 2
1
0;
3
T T
m l m b x
 
    
 
; 
   
22
1 2 2
1
2
3
d T
m l m b x m b x x
dt

     

; 
  22 2 2; ;
T T d T
m b x m x m x
x x dt x
  
    
  
. 
Підставимо отримані співвідношення, а також визначені раніше уза-
гальнені сили (9.19) і (9.20) в рівняння (9.45) і отримаємо диференціа-
льні рівняння руху даної системи: 
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av  
 
  
     
2
21
2 2 1 22 0,5 sin
3
m l
m b x m b x x g m l m b x
 
             
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  22 2 2 cosm x m b x m g cx     . 
 Залежності узагальнених координат від часу, що описують рух 
системи, можуть бути визначені шляхом чисельного інтегрування 
отриманих нелінійних диференціальних рівнянь при заданих початко-
вих умовах. 
 
 9.9. Принцип віртуальних переміщень 
 
 Завершуючи короткий огляд понять аналітичної механіки і 
методів опису руху механічної системи, зупинимося на розгляді стану 
її рівноваги, яка є окремим випадком руху системи. Рівновагою є такий 
стан механічної системи, при якому всі її точки під дією прикладених 
сил залишаються в спокої по відношенню до вибраної системи відліку. 
Будемо розглядати рівновагу відносно інерціальної системи відліку. 
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 Необхідні і достатні умови рівноваги механічної системи є 
змістом принципу віртуальних переміщень. Для того щоб деякий 
стан системи, підпорядкованої ідеальним, голономним, стаціонарним і 
утримуючим в’язям, був станом рівноваги, необхідно і достатньо, 
щоб початкові швидкості всіх точок системи були рівні нулю і сума 
робіт всіх активних сил на будь-якому її віртуальному переміщенні з 
даного положення дорівнювала нулю , тобто 
 0
1
0; 0
N
j j j
j
v t F r

   .                                (9.46) 
Необхідність виконання цих умов випливає з загального рівняння ди-
наміки. Дійсно, якщо система знаходиться в рівновазі, то швидкості і 
прискорення всіх її точок дорівнюють нулю. Тому з рівняння (9.23) 
отримаємо другу умову (9.46). Достатність доведемо від протилежного. 
Нехай умови (9.46) виконуються, але рух системи почався, і її точки 
отримали прискорення 0ja  . З умови ідеальності в’язей випливає: 
1
0
N
j j
j
R r

  .                                         (9.47) 
Тепер додамо друге рівняння (9.46) і рівняння (9.47): 
 
1
0
N
j j j
j
F R r

   , 
але j j j jF R m a  , тому 
1
0
N
j j j
j
m a r

  .                                       (9.48) 
Оскільки початкові швидкості точок нульові, а в’язі стаціонарні, пере-
міщення, пропорційні прискоренням, є можливими і, отже, віртуаль-
ними переміщеннями точок системи. Виберемо в якості віртуальних 
переміщень j jr a    і з (9.48) отримаємо 
2
1
0
N
j j
j
m a

  , 
що неможливо, якщо справедливе припущення про ненульові приско-
рення. Таким чином, прискорення всіх точок дорівнюють нулю і, 
оскільки початкові швидкості нульові, система знаходиться в стані 
рівноваги. 
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 В принципі віртуальних переміщень умови рівноваги 
механічної системи сформульовані в найбільш загальному вигляді та 
рівняння рівноваги не містять реакцій ідеальних в’язей. 
 Приклад 7. На шток кулісного механізму діє сила, як показано 
на рис. 9.11. 
 Визначити величину зрівноважувальної сили Q , прикладеної в 
точці С куліси перпендикулярно до неї , якщо задані кут φ і розміри l і 
R. Тертям знехтувати. 
 Механізм знаходиться в рівновазі під дією двох активних сил 
P  і Q  . Дамо системі віртуальне переміщення , при якому кут φ одер-
жить приріст δφ , а координата 
Ay  повзуна А – приріст Ay , і запишемо 
рівняння рівноваги: 
0AP y QR    .                                       (9.49) 
Залежності між варіаціями координат можна встановити аналітичним 
або геометричним способами. 
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Аналітичний спосіб. Визначивши залежність між координата-
ми tgAy l  , проваріюємо її: 
2cos
A
l
y  

.                                         (9.50) 
 
 Геометричний спосіб. Розглянемо абсолютне переміщення 
aS  повзуна як суму його переносного eS  і відносного rS  перемі-
щень і отримаємо:  
cos
e
a A
S
S y

    
 2
cos
cos cos cos
l
OA l

 
 
  
, 
що збігається із співвідношенням (9.50). Підставимо його в рівняння 
(9.49): 
2
0
cos
l
P QR

  

. 
Розділимо отримане рівняння на величину 0   і знайдемо: 
2cos
Pl
Q
R


. 
 Нехай положення системи визначається s узагальненими коор-
динатами 1 2, ,..., sq q q , тоді віртуальну роботу активних сил можна об-
числити за формулою (9.17) і рівняння (9.46) прийме вигляд: 
                                   
1
0
s
k k
k
Q q

  .                                          (9.51) 
Однак варіації 
kq  довільні і незалежні, тому з рівняння (9.51) випли-
ває, що всі узагальнені сили дорівнюють нулю, тобто  
0, 1,kQ k s  .                                        (9.52) 
 Таким чином, для рівноваги системи з ідеальними, голоном-
ними, стаціонарними та утримуючими в’язями необхідно і достатньо, 
щоб початкові швидкості всіх точок системи і всі узагальнені сили бу-
ли рівні нулю. 
 Використаємо отримані умови для визначення положень рів-
новаги системи з двома степенями вільності, що показана на рис . 9.7 
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Для цього прирівняємо нулю узагальнені сили Q  і xQ  , які визнача-
ються формулами (9.19) і (9.20): 
 1 20,5 sin 0Q g m l m b x         ;                    (9.53) 
2 cos 0xQ m g cx   .                                     (9.54) 
Конструкція системи така, що 0b x  , тому  1 20,5 0m l m b x    і з 
рівняння (9.53) випливає, що sin 0  . Це означає, що рівновага сис-
теми можлива при 
1 0   (нижнє вертикальне положення стержня) і 
при 
2    (його верхнє вертикальне положення). З рівняння (9.54) 
при 
1 0     випливає, що 
2
2 0, 0
m g
m g cx x
c
    , тобто пружина 
розтягнута , а при 
2      отримаємо 
2
2 0, 0
m g
m g cx x
c
      , 
тобто пружина стиснута. 
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Питання для самоконтролю 
 
1. Як сформулювати поняття вільної та невільної систем мате-
ріальних точок? 
2. Що являють собою в’язі? 
3. Які види в’язей існують і як їх визначити? 
4. Яку механічну систему називають голономною? 
5. Що називають віртуальним переміщенням матеріальної точ-
ки? 
6. Як визначити число степенів вільності системи? 
7. Які величини називають узагальненими координатами? 
8. Які в’язі називають ідеальними? 
9. Що називають узагальненою силою? 
            10. Який вигляд має загальне рівняння динаміки? 
            11. Як записати систему рівнянь Лагранжа другого роду? 
            12. Як сформулювати принцип віртуальних переміщень? 
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